CVICENI Z MATEMATICKE ANALYZY

Vyroky, mnoziny, zobrazeni
(1) Rozhodnéte o pravdivosti a negujte vyrok
VeeNIyeNVzeN : (z>z=y<2).
(2) Rozhodnéte, zda plati
[(a=b) =] <= [a= (b= ¢)],

kde a, b, ¢ jsou libovolné vyroky.
(3) DokaZte a nebo vyvratte nasledujici identitu :

(AAB)AC = AA(BAC),
kde A, B a C jsou libovolné mnoziny a AAB := (A\ B)U (B\ A).
Realné disla

(4) (a) DokaiZte, Ze nulovy prvek 0 € R, jednotkovy prvek 1 jsou urfeny jednoznaéné.
(b) Dokaite, %e Va € R existuje pravé jeden inverzni prvek a=! € R.
(c) DokaZte rovnost (—1) - a = —a.
(5) Najdé&te vSechna z € R vyhovujici vztahtum :
(@) |z —2| —z > |z| + 2|2z — 1];
(b) 6 — 3|1 — 3z| > 3|z + 2| — 5;
¢) |le+1]— |z —1||< 1.
(6) Dokazte V&tu 3.21 z prednasky.
(7) Pomoci principu matematické indukce dokaZte nésledujici :

(@) 1+2.. +n="("2+1)

(b) 12+ 22 + ... + n? = 2otlCntD),

(c) 13 +23 + +n3—(1+2+ +n)2;
1 3 2 1 1

()5 1" gn <\/2n+1'

Spocetné mnoziny
(8) Necht A je systém po dvou disjunktnich intervalt (o, 8) C R, a < (. Dokaite, 7e
A je spoc¢etnou mnozinou.
(9) Ukazte, %e mnoZina vSech mnohoélent P(z) = ag + a1z + ... + a,x™ libovolného
stupné s racionalnimi koeficienty ag, a1, ... , a, je spocetna.

Typeset by ApS-TEX
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(10) (a) UkaZte, Ze mnoZina algebraickych redlnych &isel, tj. takovych &isel z € R pro
které existuje n € N tak, ze ag +a1x+... +a, 2" =0, kde a; € Q, 1 =0,1,...,n
je spocetna.

(b) Cislo z € R, které neni algebraické se nazyvéa transcendentni. Pomoci (a)
ukaZte, Ze mnozZina vSech transcendentnich ¢isel je nespocetné.

(11) (domdci cviceni) Bud M nekoneéna spocetnd mnoZina.

(a) UkaZte, e mnoZina vSech zobrazeni f: M — N, dom f = M je nespodetné.
(b) UkaZte, Ze mnoZina vSech zobrazeni f : M — N, takovych, Ze f(M) =
N, dom f = M, f je prosté (tedy mnoZina vSech bijekci mn. M na mn. N) je
nespocetna.
Posloupnosti
(12) DokaZte z definice limity posloupnosti, 7Ze
(a) limy, 00 it = 1
(b) limp 00 2(1 + 1/n) = 2;
(c) limpy00 g = 0.
(13) Ukaite, 7e posloupnost a,, = (_1):%110, n € N je omezena.
(14) UkaZte omezenost, resp. neomezenost nésledujicich posloupnosti :
(a) an = n™™ neN

3
(b) an = 25=0, neN,

(€) an =Y pts sgnyy "EN
(15) Ukaite, Ze nasledujici posloupnosti jsou monoténni, poéinaje jistym indexem n € N.

(a) a, = 27;";11, n €N;
(b) an = 3:_:'24, n €N;
(€) an = ot mEN
(16) S pouZitim tzv. Bernoulliho nerovnosti (viz. P¥. 1.3.24) zjist&te limity posloupnosti
(a) ap, =c™ pro c € R, ¢ > 0;
(b) an = 7
(c) an =ng", lg| < 1;
(
(

d) ap = o, a €R, a > 0;
e) a, = {Yn.

(17) Ukaite, 7e pro k € N plati :

k n
lim (1 + —) =¥,
n—00 n

(18) Vypodététe nasledujici limity :
(a) Timp o0 (2”“,15,3_”:432(13" o8
5
b) limy, 0 (ﬁ) ;

(

4_ _1)4
(¢) limy, 00 %;
(
(

d) limy, 00 (n++)'|_nn
e) hmn—)oo (%)3—?—%’



(19)

*)

(23)

(25)
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. 3
g) (*) limy, o S -0080

1’erOS3 n.

3n3— 7’

(i) Timp o0 (nil)
Necht p € N, p > 2, a necht a > 0, zg > 0. Polozme

1
Tpt1 i= 5((]9 — Dap + %).

In

Dokaite, 7e je posloupnost {z,}52, konvergentni a %e z, - w > 0, a wP = a.

Definice : Je-li a > 0, p € N definujeme #a € R jako kladné &islo w, pro které plati
wP = a, pro a = 0 definujeme ¢a:=0. O

Necht a, >0, Vn €N, peN, a, = a € R, pak ¢a, — ¥a.

Posloupnost (a,)% ; je ddna pfedpisem : a; =0, a, = %‘Tl"'?’ pro n > 2. DokaZte

konvergenci této rekurentné zadané posloupnosti a spoététe jeji limitu.
UZitim Stolzovy véty vypocitejte nasledujici limity :
. P P P
3 n
(b) limp—ye 14+/2+ \/7§L+...+ Vn

. cn
(c) limp oo &y ¢ > 1.
Urcete limes superior a limes inferior nésledujicich posloupnosti.

(5) an = (—1-1(2+ 2
Ec)an (s

Cl’selné fady
Vysetiete konvergenci fady > -

n1n2

= ™ (viz. J.Vesely Tvrzeni

Poznémka: Dokonce lze ukazat, 7e plati :> oo, L 5

n=1n
11.5.14).
Véta (kondenzaéni kritérium, J.Vesely, Véta 3.2.31).Necht (a,) je nerostouci po-
sloupnost nezapornych reilnych ¢éisel. Potom

Zan <400 = i2ka2k < +00.
k=0

S vyuzitim kondenacniho kritéria vySetiete konvergenci rad :
(@) Xope1 nrr PER,
oo 1
(b) Zn=2 n,(ln n,)P .
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(26) Najdte Castedny soudet a soudet Fady : (a) 3200, S5 (b) 020, (1/2" + 1/37)

oo n=0 27
(€) Somen 57

(27) Elementarnimi ivahami a odhady zjistéte, zda konverguji fady :
() YooZy /22 (b) 02, 26 (o) Montosin(&) (d) Yoo, & (&) Yoty i2n

(D E::;ll%g'

(28) Uzitim Raabeova kritéria ukaZte, Ze konverguje fada;:;ozl 2.
(nh)

(29) Uzitim podilového kritéria ukaZte, Ze fada ) -, Gyt e konvergentni.
2n—1

(30) Uzitim odmocninového kritéria ukaite konvergenci fady y 7 ; 222+,

Spojitost a limita funkci jedné realné proménné

(31) Z definice limity funkce ukaZte, %e limg,, = ¢, kde f(z) =c€ R, z € R
(32) Pomoci Heineovy véty ukaZte, 7e neexistuje a) lim,_,gsgnz a b) lim,_, o sinz.
(33) UvaZujme funkci 7celd ¢ast” : f(z) = [z], © € R, kde [z] := nejvétsi celé &islon € Z
takové, 7e n < x. Ukazte, Ze
(a) funkce f je spojitd v kaZdém bodé& a € R\ Z,
(b) funkce f je spojita zprava v kaZdém bodé a € Z,
(c) lim,_,,[z] neexistuje kdykoliv a € Z.
(34) UvaZujme tzv. Dirichletovu funkci definovanou nasledovné :

1 proze@Q
flz) =
0 prozxzeR\Q.
Ukazte, Ze B
(a) funkce f nemd v Z4dném bodé z € R limitu.
(b) Funkce g(z) = zf(z), € R je spojita pravé v jednom bodé& a = 0.
(35) UvaZujme tzv. Riemannovu funkeci

0 prozeR\Q
fle) = { % proz =%, p€Z, g €N, p,g nesoudélna
UkaZte, 7e funkce f je spojitd v bod& a pravé, kdyZ a € R\ Q.
(36) (*) Dokaite si, %e kaZd4 monoténni funkce f : R — R m4 nejvyse spofetné mnoho
bodt nespojitosti.
(37) Dokaite, 7e pro libovolnou periodickou funkeci f : R — R, limg o f(z) existuje
pravé kdyz f(z) =c € R, Vz € R
(38) Ukaiite, 7e existuje limita : lim,_,q z sin  a dokaZte neexistenci limity : lim,_,o sin .
(39) Ukaite, %e lim,_, 1o P(x) = sgna, - (+o0), alimg , o P(z) = (—1)"sgna,, - (+o0),
kde P(z) =Y p_, axz", z € R je polynom n—tého stupné (a, # 0).

m2—5m+6
2 —z—2

(40) Vypoditejte limitu : limg_, 400

(41) Dokaite, Ze je-li R raciondlni funkce s redlnymi koeficienty, R(x) = g(mg’ P(x) =
> k=0 akz®, Q(z) = YL b, an #0, by, # 0, pak plati :
pro m > 0

S

lim R(z)=

T—>+00

prom=mn

~~

+o0) - sgn(g*) prom < n.



(42)
(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)
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Ukazte, Ze limg,_,¢ [m%] = 400.
Necht p € N. UkaZte, 7e pak funkce f(x) = ¢z, = > 0 je spojitd zprava v bodé
a=0.
Budte p,n € N. Pak ukaite, 7e

(a) limg—o %
Predpokladejme, Ze jsme jiz dokazali, Ze hmm_,g

( ) hmm—)O 1= cos:z: — ;’ b(b) hmm—)O tanmmgsmm — %

=n, (b) limgyo E2=1 = 1.
s1n:1:

= 1. Potom dokaZte, Ze plati

Véta. Necht f(z) je funkce definovand na néjakém prstencovém okoli bodu a € R
a necht g(z) je funkce definovand na n&jakém okoli (ne prstencovém) bodu a a je v
bod€ a spojita. Déle necht plati : f(z) = g(z) na néjakém prstencovém okoli bodu
a. Pak existuje limy,_,, f(z) a plati : limg, f(z) = g(a).

Dukaz Véta je diusledkem definice spojitosti a limity funkce v bodé. [

V nésledujicich ptikladech budeme tuto véticku mnohokrate pouzivat.

Spoditejte né,sledujlm limity :

) hmm—)l 2(1:2 _1 —1°
)

(1+:1:)(1+2:1:)(1+3:1:) 1

b) lim,_,

¢) lim,_, (1+mm) m_(l"'"m) kde m,n € N,
3 _2g° —4x+48
2 —8x24+16 °
2190 9z 41
50 -2z 41 °
li Vz+ Y3+
Mgstoo ~ g1 °
\/:1:+1 —2v/z+1

T 22—9

d) hmm_,z
e

(a
(
(
(
(e)
(f)
(
(
(
(
U

hmm—) 1

g) limg_,
T—2

h) hmm—)lﬁ £_47
ch) lim,_,q %,
1) limg 00 %a
) hmm—)O tanm’

cos £—Cos 3x
(k) llmm_)() - zz

Doma. Dokaite, 7e jestliZe na néjakém pravém prstencovém okoli bodu plati : f(z) <
A ajestlize limg,_, o4 f(zx) = A, limy_, 4_ g(y) = B, potom plati lim,_,, (gof)(z) =
B.

Vypoditejte nasledujici limity :

. 1—cos z(1l—cos z)
(a) limg_0 — g

. 2_
(b) limg_, c:f)s %t:’

: cosx—sinx
(C) limg_, T cos2z

(d) hmm_, \/1+tanm—\/1+sinm
m )
1—+/
(e) limg o4 7= cosc((ijf)’

img_ 1o (8invx + 1 —sin/x).
f) limg_, 4 Vo +1—si

Vyp Y z A Id 7 .
(a) limg 0 “m—_l pro a > 0,

ewm—]. — 1.
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(b) limg_,o 2+

(¢) limg 400 (14 )
(50) Spocitejte limity :

(a) limg 400 z[In(z + 1) — In ],

(b) limg_,o YEEsmE=1

T

-1
(51) (Doma.) Necht Ps(a) oznaduje prstencové okoli bodu a o poloméru §. DokaZte si
nasledujici tvrzeni.
Necht lim,_,, 9(z) = A. Déle necht ke kaZdému 7 > 0 existuje § > 0 tak, Ze
Ps(A) C ¢[Py(a)]. Je-li lim,_,,(f 0o 9)(2) = B, pak je také lim,_, 4 f(x) = B.
(52) UvaZujme tzv. Heavisideovu funkci f(z) definovanou pfedpisem :
f(x)z{l prox >0
0 proz<O0.

Dale poloZme 9(2) = 22, z € R. Poéitejte nyni limity lim,_,o(fo)(2), limgz_,o f(x)
a vysledky konfrontujte s tvrzenim z predchoziho cviceni.
(53) Vypodet limit typu lim u(z)*®)

$2
(b) limg_o(1 + z2)°°t" @,
(54) Ruzné limity.
. 3w—
(a) limg_,0 = iz 1a
(b 51n:c_1

2z
In(1-5%)
T

bl

x+4
. 342
limg— 400 (3£I5) ;

44 4z—1
: z
limg_ 4 oo ( ﬁ) )

lim,_, o arccot(In(z + 1)),

limm —0

(¢”]
St ~— — T

(55) DokaZte nésledujici tvrzeni :
(a) 2z — 22 = O(z), v — 0,
(b) zsin 2 = O(|z|), z — 0,
(c) l+z)"=1+nz+o(z), £ >0, neN.

Derivace funkce-zakladni vlastnosti
(56) Poécitejte f'(0) jestlize
(a) f(z) = sgn(z), z € R, (b) f(z) = ¥z, t € R, (c) f(z) = 2>, proz € Qa
f(z) =0proz € R\Q (d) f(z) = [=|.

Pozndmka Funkce f z cvideni (¢) ma koneénou derivaci v bodé& 0 a neexistuje vlastni
ani nevlastni derivace f'(z), Vx € R, = # 0.
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(567) Uzitim véty o derivaci inverzni funkce urcete derivaci funkce : f(z) = Inz, z €
(0, 00).

(58) Najd&te derivace funkci : f(x) = sin z, f(z) =cosz, proz € R, f(z) =tg z, x #
w/2+knw, k €Z, f(x) =cotg x, x £ km, k €Z, f(x) =2% a€R, z € (0,00).

Tabulka derivaci

[a—
Qo
~—
~—~
o
Q
+
=
8
~=
I

_ma :EER\{O}’
() =az®* !, >0, ceR s €R aec NU{0}; z € R\ {0}, a €
Z, o <0.

—
i)

(1) f(x)=c, z€R, c€R(C), f'(z)=0.
2) f(#) ==z, zeR, f'(z)=1.

E3; {e(“’))' =e*, x € ]R.f @

() (InJz]) = 1/z, @ € R\ {0}.

(5) (a®) =a®lna, z € R, a € (0,00).

EG; Elogagvl)’ = _+—, z€(0,00), a € (0,1)U(1,00),
7) (sinz) =cosz, x € R,

(8) (cosz) = —sinz, x € R,

(9) (tanz) = —%5—, z # 7/2+ kn, k € Z,
(10) (cotz) = —=%—, z # km, k€ Z,
(11) (arcsinz)’ =\/1i7, lz| <1,

(12) (arccoszx)’ = —\/ﬁ, lz| < 1,

(13) (arctanz) = 35, T € R,

(14) (arccot )’ = — 32z, € €R,

(15) (sinhz)’ = coshz, z € R,

(16) (coshz) =sinhz, z € R,

El?) (tanhz) = —5—, z € R,

(

(59) Budiz f(z) = fi(x) + if2(z) komplexni funkce. UkaZte, 7e funkce f mé v bodé&
a € R derivaci pravé kdy? existuji derivace f](a) a f}(a). Pak plati formule f'(a) =
f1(a) + ify(a).

(60) Odvodte vzorce pro derivace funkei: f(z) = arcsinz, f(z) = arccosz, f(z) =
arctanz, f(z) = coshz, f(x)=sinhzx.

(61) Najd&te derivace danych funkci véetné jejich definiéniho oboru uZitim zékladnich
vét o vypoctu derivaci a s vyuZitim tabulkovych derivaci :

a) y = In(z3) + 21n(z?),

b) Yy= $2 10g4 <,

=\/z +/z +/a,

?lngz

Il
o

z*—1

(g) y=InZ =,
(62) Najdéte derivace druhého Fadu nésledujicich funkei :




(63)

(64)

(65)

(67)
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(a) y = e’”?,
(b) In(v/1 + z2),
(¢) y = In(z + va? + x2).
Spocitejte f (a), f}(a) a rozhodnéte, zdali existuje derivace f'(a)!
f(z)=|cosz|, a=1/2 -knm, k € Z.
Najdéte derivace a jejich definiéni obory nésledujicich funkei (poéitejte derivace
bez i s pouZitim véty o limit& derivaci) :
(a) f(z) = z|z],
(b) f(z) = |z,
(c) f(z) = |sinz|sinz,
(d) [z] - sin? (7).
Necht
f($)={$2 prozxz <1

Ax+ B prox > 1.

Urdete konstanty A, B tak, aby existovala derivace f’(1). Reste tlohu bez i s pou-
Zitim véty o limité derivaci.
Najdéte derivaci funkce

z?sin(1) proz #0

@ ={

0 pro z = 0.

a zkoumejte spojitost této derivace.

Derivace parametricky zadané funkce
Véta o derivaci paramericky zadané funkce. Predpoklidejme, Ze mame dany dvé
funkce x = o(t), y = ¢¥(t), kde t € (o, 8), to € (o, 3), o # B. Ddle necht maji
funkce ¢ a ¢ vlastni derivace v bodé to, ¢ je prostd funkce a ¢'(to) # 0. Pak md

_ (o)
w(to)

funkce f =1 o p~! md v bod€ xo = p(to) vlastni derivaci a plati f'(xq)
Diikaz. Dikaz je jednoduchym dusledkem véty o derivaci slozené funkce.
Najdéte derivace nasledujicich parametricky zadanych funkei:

(a) z=2t—1, y =13 (b) z = 1/(t+ 1), y = (57)° (c) Vypoctéte derivaci
(%)tﬂr/% jestlize z = a(t —sint), y = a(l —cost), (d) Vypoctéte derivaci (%)t:l,
jestlize z = tIn¢, y = Bt

Geometricky vyznam derivace

Najdéte rovnici teény ke kiivee (a) y =22 -3z —1, T = [2,7],

(b) 4? = 2%, T = [7, 8],
Najdé&te rovnici normaly ke kiivce v bodé N : zy =4, N = [?,—1].
Najdéte rovnici teény ke kiivce rovnobézné s primkou p. K¥ivka je dana rovnici
xy = 8, a primka p rovnici: 2z 4+y — 3 = 0.
Pomoci véty o derivaci parametricky zadané funkce najdéte rovnici teény ke kiivce
z?2+y? =1vbods T : [v2/2,v2/2].

Uziti diferencialu
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(72) Vyéislete p¥irtistek funkéni hodnoty f(a+h) = f(a) funkce f a diferenciél df (a)(h)

a porovnejte je. Déle vy¢€islete hodnoty w(h) = (f(a+h) — f(a)) —df(a)(h) a @
(a) f(z) =22 -z, a=5, h=2, h=-0.2, h =0.02.
(b) f(z) =v/z, a=9, h=—2.9, h=0.31, h = —0.028.

(73) Délka periody T matematického kyvadla je dana vzorcem T = 2m//g, kde I znagi
délku kyvadla, g gravita¢ni zrychleni (g = 9.8ms~!). Urcete pfiblizné uZitim dife-
rencidlu zménu Al délky 40cm kyvadla tak, aby se perioda T zménila o AT = 0.2 s.

(74) DokaZte uZitim diferencidlu funkce p¥iblizny vzorec sinz = x pro x blizkd nule.

(75) S pouZitim diferencidlu funkce vypocitejte p¥iblizng hodnotu sin 31°.

Aplikace zakladnich vét diferencidlniho poétu

(76) Rozhodnéte, zda funkce spliwujici pfedpoklady Rolleovy véty na intervalu (a,b). V
p¥ipadg, Ze ano, urlete odpovidajici hodnotu & € (a,b) tak, aby f/(§) = 0.
(a) f(z) = (z+2)(z—5), a= -2, b=5,
(b) f(z) =|sinz|, a = —m, b=2nm.
(77) Ukaite, 7e rovnice 23 — 322 + 6z — 5 = 0 mé pravé jeden redlny koien.
(78) Uzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté& dokaZte, Ze Ya,b € (0,00), a < b plati
b—a b b-a

In — .
b <na< a

Uziti L’Hospitalova pravidla

(79) Pfimé uziti L'H pravidla
(1) ]-j-mm_)o & COS ﬁs—SInm

(3) limy /4 %
(4) limgyy =2
(80) Vicendsobné uziti L'H pravidla

(1) limg o &ZE2%
3) limg 0 T332
(4) limg 0 $=053
(81) Neurcité vyrazy typu 0 - co
(1) limg 1 (1 — ) tan Jx
(2) limg 1 In(2 — x) cot 7z
(3) limgz—o(e®* — 1) cot
(4) limg_y00 z(e/® — 1)
(82) Neurcité vyrazy typu oo — oo
(1) limg 04 (7 = oo1)
(2) limy_,, /5(tanz — %1_$)
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(3) limg—1 (27 — =57)
(@) im0 — 1)
(83) Neuréité vyrazy typu 0°, 0o® 0%, 1° k nim¥ vedou funkce typu [u(z)]*®
(1) limg_y;_ (1 — z)c°8 2@
(2) limm_,0+ ®
(3) limg 04 (In %)”i
(4) limg_,q (822)=*
(5) limg_, = (tan z)tan2*
(84) Pfipady, kdy nelze pouZit L'H pravidla

2 o1
. z’sin =
(1) limg_y0 — =

: z—sing
(2) limg_, z+sing

Prabéh funkce

P¥i vySetfovani prubéhu funkci se zjistuji postupné :

(1) Defini¢ni obor funkce.

(2) Spojitost v bodech defini¢niho oboru.

(3) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti, pokud
existuji.

(4) Asymptoty v bodech +00 a —oc.

(5) Existenci a hodnotu oboustranné derivace, resp. jednostrannych derivaci.

(6) Maximaln{ intervaly na nich% je funkce monotdnni,

(7) Absolutni extrémy a lokalni extrémy.

(8) Maximdlni intervaly na nich% je funkce konvexni, resp. konkavni; inflexni
body.

(9) Graf funkce.

Druhou derivaci neni nutné zjistovat, jeji vypocet v8ak bude ¢asto prostiedkem
k vySetfeni extrémi, konvexity a inflexnich bodi.

Definice Rekneme, 7e piimka o rovnici y = kz + ¢ je asymptotou funkce f v oo,
resp. —oo, jestlize limy o (f(z) — kz — ¢) = 0, resp. lim,_, o (f(z) —kz —q) = 0.

Véta Pitmka o rovniciy = kx+q je asymptotou v +00, prave kdyz limy_ 4o f(z)/z =
k alim, ,4.(f(z)—kz)=q.
(85) VySetfete prib&hy nasledujicich funkef :

(a) f(x) = coshz = %,

xr

(b) (x) = sinha = <=
(© F(o) = ez,

(d) flz) = ln(:la:c + V1 + 22),
(e) fz) == %%

(86) (Jensenova nerovnost). Ukaite, Ze funkce definovand na intervalu I je konvexni,
jestliZe spliiuje obecnéjsi Jensenovu nerovnici :

f(z Aiwi) <) Aif (@),

=0




(90)

(91)

(92)
(93)
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kdykoliv A; > 0, >2_ =1, zg,...zp € 1.
Necht f je redlna funkce definovand na intervalu I C R. definujme tzv. nadgraf
funkce f jako mnoZinu epi(f) = {(z,u) € R? : f(z) < p z € I}. Ukaite, Ze
funkce f je konvexni prévé, kdyZ je mnoZina epi(f) konvexni. (P¥ipomefnme, Ze
podmnozina X v linedrnim prostoru V je konvexni, jestliZe s kazdymi dvéma body
z1,%2 € X obasahuje i celou tGsetku [z, z3] := {az1 + (1 — a)zs : & € [0,1]}.)
UkaZte, 7e je-li f konvexni funkce na intervalu I, potom je mnoZina {z : f(z) < a}
konvexni pro kazdé o € R.
(a) Necht f : (0,00) — R, pak je funkce 0 < z — g(z) := zf(1/x) konvexni na
intervalu (0, co).

(b) Je-li funkce g konvexni, resp. ryze konvexni, potom je sloZend funkce f(z) =
e9(%) konvexni, resp ryze konvexni.

(c) Je-li funkce g konvexni, potom je konvexni i funkce f, definovand pfedpisem

_ [ l9@)]* pro g(z) >0
fa) = { 0 pro g(z) < 0.

Dokazte si, ze je-li f : I — R konvexni funkce definovani na intervalu I, potom
je Lipschitzovsky spojitd na kaZdém omezeném uzavieném intervalu [a, b] C I°, tj.
existuje L > 0 tak, Ze

[f(z) = f(z')| < Llz — &'|, Vz,2" € [a,b].

(existence globalniho extrému).
Definice. Necht M C R. Rekneme, ¥e mnozina M je uzaviena, jestliZe pro kazdou
posloupnost {x,} C M plati imlikace :

z= lim z, =z € M.

n—00
(a) Ukaite, Ze je-li funkce f definovand na neprézdné uzaviené mnozing€ D spojit4,
potom je pro kazdé o € R mnoZina {z : f(z) < a} uzaviena.
(b) (Weierstrass). Necht funkce f definovand na mnoZing D jako v bodu (a) je
spojité a pro kaZdé o € R je mnoZina {z : f(z) < a} omezend. Potom existuje bod
Z € D takovy, Ze

f(@) =inf{f(z) : ¢ € D}.

Navod. Pouzijte Bolzano-Weierstrassovu vétu, Ze z kazdé omezené posloupnosti lze
vybrat konvergentni podposloupnost.
Aproximace polynomy

UvaZujte funkci f(z) = In(1 + z) a najdéte Maclauriniv polynom n—tého stupné.

UvaZzujte funkci
1
e <2 rox #0
f() = { pro & 7

0 proxz =0
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a ukazte, ze funkci f nelze libovolné presné aproximovat Maclaurinovym mnoho-
élenem na libovolné malém okoli nuly.

Najdéte Taylortv polynom nejvySe 3. stupng funkce f(z) = - v bodé zo = .
Najdéte MacLaurintiv polynom stupné n a odpovidajici tvar zbytku pro funkci
flz)=xe™®, n=3.

Vypoéitejte hodnotu % uZitim p¥iblizné formule e® = 1 + z a odhadnéte chybu.

[

x

S vyuzitim Taylorova rozvoje funkce vypoditejte limitu lim,_,¢ Cosmm_if_T

NapiSte dané mnohocleny ve tvaru sou¢tu mocnin vyrazu (z — o), kde
a) P(z) =22 -3z + 22—z + 1, 19 = 2.
b) P(z) ="+ 2% + 23 +1, g = —1.

Najdéte takovy interval (—d,d), aby platila nerovnost

2 gzt

1
cost — (1 — =+ —)| < ——, Vz € (-4,9).
| (=5 3l = 100 Y2 € (50.9)
Dokazte, postacujici podminku existence lokdlniho extrému druhého ¥adu (tj. ob-
sahujici derivaci druhého ¥adu), uZitim Peanovy véty.



