POZNAMKA O ZOBECNENI POJMU
LIMITY

16. listopadu 2004

Nasi snahou je zavést takovy pojem limitniho procesu, ktery bude zahr-
novat pojmy limity posloupnosti, limity funkce (véetné jednostranné limity).

Definice 0.1 Definice bdze. Rekneme, Ze systém B podmnozin B C X mnoZiny
X se nazyvad bazi na mnozine X, jestlize plati:

1. VBeB:B+o:
2. VBlég,VBQGB, dBeB:BC B NB,

Cviceni 1: Ukazte, ze VBy,---, B, e BdBe B: BC BiN---NB,.
Cviceni 2. (Dulezité).
Dokazte, ze nésledujici systémy mnozin tvoii baze:

ea)n—oo:=B:={BCN:B={nn+1,n+2,...} ne N}, X =N;

b) x — xo: = B:={Uj(z9) CR:d > 0};

[ ]
o

o — xo: = B:={Uj(xzog) "M CR:§>0};!

d) 2 — zo+: = B:={U;" CcR:6 >0}
e ¢c)r — xo—: = B:={U; (o) CR:>0};

o )z — zot: =B :={U; (z)) "M CR:6>0}1

IPochopitelné zde predpokladidme, ze x je limitnim bodem mnoziny M.



e g)x — 00 : =B :={Us(c0) CR:Us(co) :={z € R:|z| >0d},6 €
R};

V piipadech b) az g) je X = R.
e h) Budiz X mnozina vsech dvojic (D, §), kde D je déleni intervalu (a, b)
a&= (&, -, &) je vektor vyznaénych bodu déleni D.

B :=v(D) — 0" := {Bs C X : By je mnozina takovych dvojic (D, §)
pro které je v(D) <74, § > 0}.

Definice limity vzhledem k bézi. Nechf f : X — R je funkce definovand

na mnoziné X a necht B je baze na mnoziné X. Rekneme, ze ¢fslo L € R je
limitou funkce f vzhledem k béazi B, jestlize ke kazdému okoli U(L) ¢isla
L existuje prvek béze B € B tak, ze f[B] C U(L). Je-li tomu tak, piSeme

li = L.
im f(z)
Jinak feceno pro funkce redlné nebo komplexni

(lim f(w) = L) :=V¥e >0 3B € BVz € B (|f(x) — L] < ).

Poznamka. Nas vyklad je v podstaté zalozen na obecnéjsi konstrukei li-
mity zobrazeni vzhledem k filtru, jejimz autorem je francouzsky matematik
Henri Cartan 2

Zéakladni véta o vypoctu limit.

Budte f : X — R,g : X — R dvé funkce definované na mnoziné X a
necht B je baze na mnoziné X.

Je-li pak limp f(x) = a, limg g(z) = b, potom

°a) ligl(f(:c) +g(z)) = a+b;

o b) lim(f(2)g(r)) = a- b

o o) lim 75 = ¢, je-li b #0.

2Viz kniha General topology od N. Bourbakiho, Springer.



DUKAZ. ad a) Zvolme € > 0 libovolné. K tomuto ¢ pak existuji mnoziny
By, B; € B tak, ze plati:
€

(Vz € By : |f(z) —a| < g)&(\m € Byt |glw) — bl < 3).

Nyni z definice baze plyne existence mnoziny B C B; N By a pak Vx € B
mame:
€

226.

() + 9(2) = (a+B)] < () — al +glw) —b] < 5 +

ad b) Z predpokladu lién f(z) = a plyne existence mnoziny B; € B tak, ze
Vo € By @ |f(z)] < |a|]+1. Polozme nyni K := max(|a|+1,[b]) > 0. Zvolime-li
pak € > 0 libovolné, existuji mnoziny By, Bs € B takové, ze potom

€

5
(Vxe By :|f(x) —al < ﬁ)& (Vxe By = |g(x) — b| < ﬁ)

Z vlastnosti baze nyni plyne existence B € B, ze B C By N By N By viz
Cviceni 1. Vx € B pak plati:

[f(@)g(x) — ab| = [f(x)g(x) — f(x)b+ f(x)b— abl

s |f(@)llg(z) — bl + [ f(x) — al[b]
< K(lg(x) — bl + |f(2) — al)
€ €
< K(ﬁ + ﬁ) =c.
ad ¢) Predevsim pokud je |b| # 0, potom existuje By € B tak, ze Vo € By:

l9(x)[ = b= (b= g(2)| 2 [b] = b - g(2))| =

2 b — = =—.
1

Ukazme, 7e lién O % Je-li x € By, pak mame:

_ b—g@)] o 2b—g(x)|
lg(@)llol = pI*

‘b — g(x)
g(x)b




Nyni zvolme € > 0 libovolné. Pak existuje By € B tak, ze Vo € By : |b —
g(x)] < %. Déle existuje B € B tak, ze B C By N By a tudiz: Vo € B:

1 1 2 2 |b)?
—— = =< —|b- < ——s—c€c=¢=
7 1] S bl < e
. 1 1
im—— = —.
B og(z) b
Tvrzeni ¢) nyni dostavame jako ziejmy dusledek pravé dokdzaného a tvrzent

b). O

A nyni zobecnéme zndmou vétu o limité slozené funkce:

Véta o limité slozené funkce.

Necht Y je mnoZina, By je bdze na Y, g :Y — R je zobrazen{ definované
na Y a majici limitu vzhledem k bazi By .

Déle necht X je mnozina, By je bdze na X a f : X — Y je zobrazeni
mnoziny X do mnoziny Y s vlastnosti:

VBy € By dBx € By : f[B)(] C By.

Potom slozené zobrazeni go f : X — R je definovano a ma limitu vzhle-
dem k bézi Bx a
lim(g o f)(x) = limg(y)
X Y
Dukaz. Kompozice go f je definovana na X, nebot f[X] C Y. Predpokladejme,
ze l’érgl g(y) = A a ukazme, ze pak lligr;l(go f)(z) = A. Necht tedy U(A) je libo-

volné okolf bodu A a necht By € By je takové, ze g[By] C U(A). Pak podle
predpokladu existuje By € By tak, ze f[Bx| C By. Pak méme:

(90 f)[Bx] = glf[Bx]] C g[By] CU(A).

Timto jsme tedy ukazali, ze zobrazeni go f : X — R ma limitu vzhledem
k filtru Bx rovnou ¢islu A. I
Ukazme priklady na pouziti véty o limité kompozice dvou zobrazeni.

Prklady. a) lim (1+2)* =e.

Dukaz. Y :=N,By : = n — o0;
X =Rt By:=2—00,f: X =Y,



f(zx) :=[x] (... cela cast z ¢isla x. Ukazme, Ze potom jsou splnény predpoklady

zminéné véty. Zvolme tedy libovolny element By = {n € N:n > N}, N € N,
baze By.

Polozime-li pak Bx := {&# € Rt : x > N 4+ 1} € By, potom ziejmé
f[Bx] C By.

Definujme funkce g; : N — R, g5 : N — R takto:

1 1
=14+ —)" =14+ )" neN
g(n) =1+ —=)"% @) =1+ )" n
Z prednasky vime, ze g;(n) je rostouci posloupnosti a lém gi1(n) = lim (1 +
v n—o00
)= Tim (1+ =)t ﬁ =e-1=ce. (viz KI, kap. 2, pt. 2. 15). Déle

vime, ze posloupnost ga(n) je klesajici a lligm g2(n) = lim (14 £)"*! = ¢ (viz
v n—00

KI, kap. 2, pt. 2. 16).
Nyni predpoklddejme, ze x > 1, pak plati (podrobné si oduvodnéte!):
<z<@pl+l=l+gdy <1+5 1+ P <1+ D (14 )7
déle 1+%§1+[915_]:>(1+%)$§ (1+ﬁ)$< (1_'_[?1]>[z}+1'
Tedy pro x > 1 mame:

_ =\ lr i[m]—i—l*
erl) <(1+x) <(1+[x]) .

Z toho, co bylo fec¢eno, a z véty o limité slozené funkce nyni

(1+

1
li 14—
x—1>51-100< * [I] +1

¥ = ln(gs 0 )(2) =l g () = lim (14 ——)" = ¢

n—oo n+1
lim (1 + i)[‘ﬁ"’}Jrl =lim(gs o f)(x) =limga(n) = lim (1 + l)”Jrl =e.
T—00 [a?] Bx By n—00 n

Nyni z véty o limitnim prechodu v nerovnosti a z (*) mame

1
lim (14+—)"=e.

Tr——+00 €T

Obdobné lze ukézat, ze lim (14 1)" =e. O

Tr——00

b) Heineova # definice limity funkce.

3E. Heine (1821 - 1881) - némecky matematik
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