Derivace, I’'Hospitalovo pravidlo

Definice 1. Necht je redlna funkce f definovana na okoli U(a), a € R. Potom
fekneme, ze f méa vlastni derivaci v bodé a rovnou A € R, pokud
f(@) = f(a) fla+h)— f(a)

lim = lim =A.
z—a r—a h—0 h

Necht f je definovand na pravém okoli Uy (a). Potom fekneme, ze f mé vlastni
derivaci zprava rovnou A, pokud

Obdobné pro derivaci zleva.

Geometricky vyznam derivace je smérnice teény ke grafu funkce v daném
bodé. Casto se pouziva ve fyzice, napi. derivace drahy je okamzita rychlost,
derivace preneseného naboje je proud, apod.

Véta 2. (vypocet derivaci)
Necht ¢ je konstantni funkce, f, g realné funkce, které maji v bodé a vlastni
derivaci. Potom

Je-li g(a) # 0, plati

(Jg“)' (@) f'(@)g(a) — fla)g'(a)

Derivace slozené funkce: Necht f m4 vlastni derivaci v bodé a a g mé vlastni
derivaci v bodé A = f(a). Potom sloZena funkce go f ma vlastni derivaci v bodé
a a plati

(go f)(a) =g'(A)f (a) = g'(f(a))f'(a).

Derivace inverzni funkce: Necht f je spojitd a ryze monoténni na okoli bodu
a € R a mé v bodé a vlastni nenulovou derivaci. Potom inverzni funkce f~! ma
také vlastni a nenulovou derivaci v bodé A = f(a) a plati
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Funkce f méa v bodé a derivaci (vlastni ¢ nevlastni), pravé kdyz ma v tomto
bodé obé jednostranné derivace a tyto derivace jsou si rovny.

(F )= (fla)



Véta 3. ('Hospitalovo pravidlo)
Je-li lim, o f(2) = lim,_,4 g(x) = 0 nebo lim,_,, |g(z)| = 00, a € R" a existuje-
li

lim () =AeR",
z—a g’(g:)

pak je také
lim M =A.

T—a g(,]j)
Plati také pro jednostranné limity.

Pozor, musime vzdy ovéfit, ze jde o limitu typu % nebo i:%, v opacném

pfipadé nemusi rovnost platit.

1 Piiklady
P¥iklad 4. Urcete derivaci funkce f(x) = 2> +2+3Inx.

Reseni: Vyuzijeme toho, Ze derivace souctu je soucet derivaci. Pak pouzijeme
vztahu pro derivaci ", konstanty a logaritmu.

1 1
f’(x):(IZ)’+2’+(lnx)’:2x+O+;:2:17+E.

Priklad 5. Urcete derivaci funkce f(z) = S5E.
Reseni: Derivujeme jako podil.

(sinx)'z? —sinx(2?)  (cosz)z? — (sinz)2x  xcosx — 2sinz

fix) = (22)2 = 1 =
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P¥iklad 6. Urcete derivaci funkce f(x) = 2In (22 + 1).

Reseni: Dvojku jako konstantu mizeme vytknout pfed derivaci. Logaritmus
derivujeme jako sloZenou funkci. Derivace vnéjsi funkce je x%ﬂ, derivace vnitini
funkce je 2.

Priklad 7. Urcete derivaci funkce f(x) = x®.

D) v 7’ v/ z v v . . v . v v x
Reseni: Tento piiklad musime fesit trikem. Nejdiive si prepiseme z* = (=" =

e”n Pak tuto funkci derivujeme pomoci derivace slozené funkce a derivace
soucinu.

1
f'(z) = e®1n2 (1lnx —&-xx) =2(1+1nzx).

tgr—x
r—sinx °

Priiklad 8. Pomoci I’Hospitalova pravidla vypoctéte lim, .



Reseni: Nejdiive si dosazenim ovérime, zZe se jedna o limitu typu %. Poté zderi-
vujeme Citatele i jmenovatele zv1ast.
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z—0  —sinx  2—0 1 —cosz  «—0 cos? z(1l — cosx)
. 1 —cosx)(1l+cosxz . 1+cosx
lim ( 5 X ) = lim 5 =2
z—0  cos? (1 — cos ) z—0  cos?x

Také jsme mohli misto zkraceni vyrazu 1 — cos x podruhé pouzit 'Hospitalovo
pravidlo.
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