Funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce

Definice 1. Reélnou (komplexni) funkei jedné proménné rozumime zobrazeni
fzR do R (C). Jeji defini¢ni obor ozna¢ujeme Dy a obor hodnot Hj.

fM) ={y,y = f(x),x € M}
znacime obraz mnoziny M pomoci funkce f.

Piiklad 2. 1. D; = N: posloupnost
2. f(z) =sinz, zeR
3. flw)=2+1, ze]-1,]1]

1 >0
4. f(x)=sgnz=4¢ 0 =0
-1 <0

Definice 3. f je ziZenim g na Dy a g je rozsirenim f na Dy, pokud Dy C D,
a f(z) = g(x) pro x € Dy.

Definice 4. Grafem reilné (komplexni) funkce f se nazyvd mnozina Gy C
R x R (R x C) definovana predpisem Gy = {(z, f(z)),z € Dy}.

Priklad 5. Graf nemusi byt zakresleny jednou ¢arou, prikladem muze byt tzv.
Dirichletova funkce

flz) =

1 z racionalni
0 «z iraciondlni *

Definice 6. (soucet, rozdil, soucin, podil)
Definujeme:

(flifQ)(x):fl(w)if2(x)’ Dflme27
(fi- f2)(@) = fi(z) - f2(z), Dp NDy,,
(f1/f2)(@) = fr(x)/f2(x), Dgp N Dp\{z, fa(z) =0},

Definice 7. Nechf jsou f1, fo redlné (komplexni) funkce, M = {z,z € Dy,, fi(z) €
Dy, }. Potom slozenou funkei f5 o fi definujeme takto:

Diyopy =M, (f20 [1)(@) = f2(fi(®)), ze€M.

f1 je vnitini, fo je vnéjsi funkce.

Definice 8. Rekneme, Ze funkce f je prostd, jestlize Vr1,z2 € Dy, x1 # T2,
pak f(21) # f(z2).
Definice 9. Je-li f prost4, pak funkci k ni inverzni nazjvame funkci f~! defi-
novanou jako

D¢ = Hy, y) = xy, je—1li f(xy) =yproye Ds.

Definice 10. Funkce je sudd, pokud pro Vz € Dy plati f(—z) = f(z); funkce
je lichd, pokud pro Vz € Dy plati f(—z) = —f(z).



1 Priklady

Priklad 11. Uréete definicni obor funkce In (i—ﬁ)

Reseni: Argument logaritmu musi byt kladny, proto i—ﬁ > 0. Nyni si redlnou

osu rozdélime na intervaly (—oo,—1), (—1,2) and (2,00) a zjistime na nich
znaménko Citatele a jmenovatele.

(—o0,—-1) | (-1,2) | (2,00)
T —2 — — +
z+1 - + +
z—2
oL + - +

Krajni body intervalii nezahrnujeme, protoze chceme ostrou nerovnost. De-
finiéni obor funkce tedy je (—oo, —1) U (2, 00).

Piiklad 12. Naleznéte inverzni funkci k funkci f(z) = sin(z? + 1), Dy =

(VE-Tva=1).

Reseni: Nejdiive si uvédomime, Ze na zadaném definiénim oboru je funkce f
prostéa, protoze funkce sinus je na intervalu (g, 7r) prosta. Inverze funkce je jeji
prevraceni podle piimky svirajici s obéma osami tthel 45° nebo jinymi slovy
zména roli z a y. Pro inverzni funkci plati = sin (y? + 1). Nyni z rovnice
vyjadiime tpravami y.

arcsinz = y? + 1

arcsinz — 1 = 32

Varcsinz — 1=y

Pouzijeme kladny kofen odmocniny, protoze defini¢ni obor funkce f je podmno-
zinou kladnych realnych ¢isel, proto také obor hodnot inverzni funkce musi byt
kladny. Inverzni funkce je f~!(z) = v/arcsinz — 1, defini¢ni obor f~! je roven
oboru hodnot f, proto D;-1 = (0, 1).

Priklad 13. Nakreslete graf funkce f(x) = 2cos (2z + 7).

Resend: Funkci si prepiSeme jako f(z) = 2cos (2 (z 4+ Z)). Nejdrive si vyneseme
funkci fi = cos (z + 5) (v grafu na obr. 1 ¢arkovang). Je to kosinus posunuty
o m/2 doleva. Poté vyneseme fo = cos (2 (z+ 3)) (v grafu teckovang). Ten
dostaneme tak, Ze argument vynésobime dvéma, funkce bude tedy oscilovat
dvakrat rychleji. V. —m/2 bude funkéni hodnota stejnd jako u funkce fi, tedy
1. Nyni uz zbyva vynést funkci f (plnou ¢arou). Tu dostaneme tak, Ze vSechny
funkéni hodnoty funkce fo zvysSime dvakrat.

Priklad 14. Urcete, zda funkce f(x) = x(x? + cosx) je sudd funkce, lichd
funkce ¢i ani jedno.



Obrézek 1: Graf funkce f(z) =2cos (2 (z+ %))

Resent: Uréime si funkéni hodnotu v —z
f(=z) = —z((—=2)? 4 cos (—z)) = —z(2? + cosz) = —f(z).

Funkce je tedy licha.
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