Homogenni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty

verze 1.1

1 Uvod

Nasledujici text popisuje feSeni diferencidlnich rovnic, homogennich diferenci-
alnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Mél by slouzit pfedev§im studenttim
predmétu MATEMAT?2 na Univerzité Hradec Kralové k pripravé na zkousku.
Mohou se v ném vyskytovat nékteré chyby; autor oceni, kdyZ jej na chyby a
nejasnosti upozornite na emailu jiri.lipovskyzavindcuhk.cz.

2 Teorie
Budeme se zabyvat rovnicemi typu

any™ + an_1y" " 4+ ary +agy =0 (1)
s redlnymi konstantami ag, . . . a,. Snadno vidime, Ze jsou-li y;(x) a yo(x) Fese-
nimi této diferencidlni rovnice, je feSenim také jejich linedrni kombinace Cyy; (z)+
Coysa(x). Oznacime-li si operdtor na levé strané rovnice jako L(y), mame

L(Cyy1(x) + Caya(x)) = C1L(y1()) + CoL(y2(x)) = 0.

Déle mizeme nahlédnout, Ze je-li feSenim funkce y(x) = u(x) + iv(x), jsou
FeSenimi i funkce u(x) a v(x).
Rekneme, Ze funkce y;(2),y2() ..., yn(z) jsou linedrné zavislé na daném

intervalu, pokud na tomto intervalu existuji nenulové konstanty ci,cs,...cp,
pro néz plati
ayi(z) + coy2(x) + ... cpyn(2) = 0.

V opa¢ném pripadé jsou tyto funkce linedrné nezavislé.

Pokud maji funkce yi(x),y2(x)...,yn(z) derivace do ¥ddu n — 1 véetns,
muzeme jejich linearni zavislost nebo nezavislost urcit z tzv. Wronského deter-
minantu (wronskidnu)

yi(z) . yn(@)
Wy o,y (T) = det
~1 -1
W@ )
Plati, Ze feseni homogenni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty
y1(x),y2(x) ..., yn(x) jsou na néjakém intervalu linedrné zavislé, pravé kdyz je
jejich wronskian na tomto intervalu nulovy.
Pokud mame n feSeni y; (), y2(z), ..., yn(x) rovnice (1), jejichz wronskidn
je nenulovy (jsou linedrné nezéavislé) pak soustavu yi(z), y2(x),. .., yn(x) nazy-

vame fundamentdlnim systémem rovnice (1).



Nyni si fekneme, jak vypocitat feSeni rovnice (1). Postupujeme tzv. Eule-
rovou metodou. Zvolime substituci y(z) = e**. Vime, Ze kazda derivace této
funkce znamend vynasobeni této funkce k. Po dosazeni do rovnice (1) mame

ekw(ankn + anflkn_l + -t ark+ a()) =0.

Polynom v zévorce se nazyvé charakteristickym polynomem rovnice (1), polozime-
li ho roven nule, dostavame tzv. charakteristickou rovnici.

Jsou-li kofeny charakteristického polynomu riizné, tvoii funkce e¥1% ek2= . ekn®
fundamentélni systém. Obecné feseni rovnice (1) je tedy

y(CC) = Clekur + 02616293 N Cneknz )

Pokud mé charakteristicky polynom komplexni kofen a + ib, pak rovnice (1)
mé FeSeni y1(x) = €™ cos bz, y2(x) = e**sinbx. Z Eulerova vzorce totiz vidime

@b — g6l — % (cosh + isinb) .

Reélnd i imaginarni slozka této funkce musi vyhovovat feSeni rovnice (1). Po-
znamenejme, ze jsme tak ziskali sice dvé nova feseni misto jednoho, musime si
v8ak uvédomit, ze zaroven je kofenem charakteristické rovnice také a — bi.
Nyni jesté zbyva rozebrat si, co se stane, pokud dva nebo vice z kofent
charakteristické rovnice jsou stejné. Zjevné totiz vyse uvedeny postup nedava
linedrné nezavisla feseni. Abychom nasli fundamentalni systém rovnice, musime
pridat feseni e*®, ze*®, ... 2" ~1e*® pro r-nasobny kofen k charakteristického po-
lynomu. Pokud je r-nasobny kofen komplexni, je fundamentalni systém

e cos bx, xe™ cos bz, . .., x" " 1e cosbr, € sin bz, xe® sin bx, " 1e® sin bz .

3 Priklady

Priklad 3.1. Urcete, zda funkce e a e™* jsou linedrné zdvislé nebo nezdvislé.

Reseni: Spo¢teme wronskian téchto dvou funkei
X

Wez e~ (x) = det (ew e_l_) = —-92.
’ (S e

Funkce jsou tedy linearné nezavislé.

Piiklad 3.2. Urcete, zda funkce 1,sin>z a cos®z jsou linedrné zdvislé nebo
nezquisleé.
Reseni: Wronskian je:
1 sin’z cos? x
Wisin?zcos2z(®) =det [0 sin2z  —sin2z | =0.
0 2cos2x —2cos2x

Funkce jsou linearné zavislé.



Piiklad 3.3. Reste rovnici y” — 4y’ + 3y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice je k? — 4k + 3 = 0, jejim fesenim pak jsou ¢isla
k=1 a k = 3. ReSenim rovnice tedy je

y(x) = Cre® + Cae® .
Priklad 3.4. Reste rovnici y® — Ty’ — 6y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je k* — 7k —6 = 0. Abychom ji vyfesili tipneme
jeden z korenil. Lehce zjistime, Ze k; = —1. Podélenim polynomu charakteris-
tické rovnice polynomem k + 1 ziskdme k? — k — 6 = 0. Kofeny této rovnice jsou
ko = —2, k3 = 3. Kofeny jsou rizné, obecné feseni rovnice tedy je

y(x) = Cre™ 4+ Coe™2* + C3e®”.
Piiklad 3.5. Reste rovnici y3) — 3y" — 6y’ + 8y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je k® — 3k? — 6k + 8 = 0. Jeji kofeny uré¢ime
obdobné jako v pfedchozim prikladé, jsou jimi k1 = 1, ko = 4, ks = —2. Obecné
feseni tedy je

y(l‘) = (C1e" + 02641: + C’3672z .
Priklad 3.6. Reste rovnici y" + 9y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je k2 + 9 = 0, jeji koteny ki = 3i, ko = —3i.
Obecné feseni tedy je

y(x) = Cysin3x + Cycos 3x .
Piiklad 3.7. Reste rovnici y” + 3y’ + 4y = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice je k* + 3k +4 = 0, jeji kofeny jsou ki o
e

1. Obecné Feseni rovnice tedy je

7 7
y(z) = Cle_%w cos gw + Cge_%x sin 7;10 .

Piiklad 3.8. Reste rovnici y” + 2y’ + 3y = 0.

Resend: Charakteristickd rovnice je k? + 2k + 3 = 0, jeji kofeny jsou ki =
—1 4 v/2i. Obecné Feseni rovnice tedy je

y(x) = Cre ™% cos V2z 4+ Che " sin v2z .
Priklad 3.9. Reste rovnici y(?’) —Ty" + 15y’ — 9y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je k3 — 7k? 4+ 15k — 9 = 0, jeji kofeny jsou
k1 =1, ko = k3 = 3. Kofeny jsou stejné, k jednomu z feSeni musime pridat x.
Obecné reseni rovnice tedy je

y(z) = C1e” + Coe3® + Cye®® .



Piiklad 3.10. Reste rovnici y" — 4y’ + 4y = 0.

Reseni: Charakteristicka rovnice je k? —4k+4 = 0, jeji koteny jsou k; = ky = 2.
Obecné feseni rovnice tedy je

y(x) = C1e** + Cowe® .
Piiklad 3.11. Reste rovnici y™» + 2y” +y = 0.

Resend: Charakteristickd rovnice je k* + 2k? + 1 = (k? + 1) = 0, jeji kofeny
jsou k1 = ko =i, ks = k4 = —i. Obecné feseni rovnice tedy je

y(x) = Cycosx + Cysinx + Cszcosx + Cyzsinz .

4 Priklady k samostatnému procvicovani

Priklad 4.1. Najdéte obecné feseni rovnice y™®) — 5y +11y" — 11y’ + 4y = 0.
Piiklad 4.2. Najdéte obecné Feseni rovnice y + 5y” — 36y = 0.

Piiklad 4.3. Najdéte obecné fesent rovnice y™* — 6y +13y” — 24y’ +36y = 0.
Piiklad 4.4. Najdéte obecné Feseni rovnice y™® — 2y +10y” — 18y’ + 9y = 0.
Piiklad 4.5. Najdéte obecné resent rovnice y® — y®3) — 3y” + 5y — 2y = 0.
Piiklad 4.6. Najdéte obecné fesent rovnice y™®) — 6y + 8y + 6y’ — 9y = 0.
Piiklad 4.7. Najdéte obecné Fesent rovnice y'® —4y®) +13y" — 36y’ +36y = 0.

5 Vysledky prikladt k samostatnému procvico-
vani

4.1 y = C1e” + Coxe® + C’ge%m cos(?ac) + C’4e%”” sin(%x).

4.2 y = C1e** + Cae2* + (3 cos 3z + Cysin 3z.

4.3 y = C1e3* 4 Cyze®® 4 C5cos 2z + Cy sin 2z.

4.4 y = C1e* 4+ Coze” + C3 cos 3z + Cy sin 3.

4.5 y = C1e” + Coze® + C32%e® + Cre™ 2%,

4.6 Yy = Clex + Cgeiz + 03632 + C4I€3I.

4.7 y = C1e** + Cywe®® + C5 cos 3z + Cy sin 3.
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