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1 Linearni algebra

1.1 Vektorové prostory

Jednim z nejuzivanéjsim pojmi v linedrni algebie je pojem vektorového pro-
storu. Abychom ho zavedli spravné, za¢néme dvéma definicemi.

1.2 Definice télesa

Ciselngm télesem nazveme podmnozinu komplexnich &isel T, kterd m4 alespoii
dva prvky a pro kterou plati:

l.aeT,feT = a+peT,
2. aeT,peT = a-BeT,
3.aeT = —acl,

4. acT,a#0 = 1l/acT.

Télesem jsou napriklad komplexni ¢isla, realna ¢isla nebo racionalni ¢isla: Méné
trividlnim télesem jsou zbytkové t¥idy Z, po déleni prvocislem p (déleni je zde
definovéno jako nésobeni inverznim prvkem).

1.3 Definice vektorového prostoru

Nyni zadefinujeme vektorovy prostor.
Necht jsou dany

1. Ciselné téleso T,

2. neprazdna mnozina V,
3. zobrazeni @V xV — V,
4. zobrazeni ©T xV = V.

Mame tedy ciselné téleso, neprazdnou mnozinu, ktera bude vektorovym prosto-
rem, a dvé zobrazeni, kterd udavaji s¢itani vektorti a nasobeni vektoru ¢islem.
Rekneme, ze V je vektorovy prostor nad télesem 7 s operacemi ® a ©, pokud
plati.

1. V s operaci & tvori komutativni grupu

a) existuje nulovy vektor 0, Ze pro vSechna v € V plati v 0 = v,

(a)
(b)
()

)

(d) s¢iténi vektord je komutativni u v =v @ u,

pro vSechna v existuje inverzni prvek w, ze v w = 0,

s¢itani vektord je asociativni (u@v)dw=u®d (vdw),

2. néasobeni skaldrem je asociativni a ® (b ® v) = (ab) ® v,



3. 1o v =v, kde 1 je jednotkovy prvek télesa T',
4. scitani a nasobeni je distributivni

(a) a0 (vaw)=(a0V)® (a0 w),
(b) (a+b)ov=(a0V)D(bOV).

1.4 Priklady vektorovych prostoru

Priklad 1.1. Asi nejzndméjsim prikladem vektorového prostoru je R™. Vektory
zapiseme jako usporddané n-tice cisel

Scitdme a ndsobime cislem po slozkach

v+ wy avq

Vg + w2 Qv2
VOWwW= . , a@Ov=

Up + Wy AUy,

Priklad 1.2. Dalsim prikladem wvektorového prostoru je prostor vsech matic

mi1 mi2 ... Min
) / » mo1 moo e mon
typu mxn, tj. tabulky komplexnich cisel mxn M =
Mm1 Mm2 ... Mmp;n
S¢itdni matic je definovdno ndsledovné
mi;+ni; Mmizg+niz ... Mip TNy
me; +n21 Moz +nN22 ... M2y + N2y
M®N =
Mm1 + Nim1 Mm2 + Nm2 cee Mmn + Nmn
a ndsobeni skaldarem takto
amaii anmi2 . aMin
amai Q92 . aMan
a®OM=
aMmi OMypa - OMnp

Priiklad 1.3. Ddle muZeme uvést treba vektorovy prostor vsech polynomi s ope-
racems

(p®q)(x) =p(x) +q(z), (@Op)(z)=ap(z).



1.5 Linearné nezavislé vektory

Mnozina vektord vy, ve, ..., vy, je linedrné zdvisld, pokud existuji takova kom-
plexni ¢isla ag, ag, . . ., @,y (pFi¢emz alespoii jedno z nich je nenulové), pro kterd
plati

oavy +asve + ...V, = 0.

V opacném pripadé je pak tato mnozina linedrné nezavisla.

1 1 3
Priklad 1.4. Urcete, zda vektory | 1|, | 0| a | 1| jsou linedrné zavislé.
2 1 4

Reseni: Kdyz se¢teme prvni vektor s dvojnasobkem druhého vektoru a (—1)-
nasobkem tretiho vektoru, dostaneme ve vsech slozkach nulu. Vektory jsou tedy
linedrné zavislé.

1 0
Priklad 1.5. Zkonstruujte linedrné nezavisly vektor k vektorim |0 | a | 1
0 0
a

Reseni: Pokud bychom zvolili vektor, jehoz tfeti slozka je nulova, napt. | b |,
0

byl by a-nasobkem prvniho vektoru plus b-nasobkem druhého vektoru. Staci
tedy zvolit libovolny vektor, ktery méa treti slozku nenulovou, protoze zadnou
0
kombinaci téchto dvou vektor ho nedostaneme. Naptiklad zvolime | 0
1

1.6 Baze prostoru

Bazi vektorového prostoru V je takovd mnozina linedrné nezavislych vektord,
jejiz linearni obal je V. Linedrni obal podmnoziny M vektorového prostoru V
je prunik vsech podprostora V, které obsahuji M. Jinymi slovy je to mnozina
vSech linedrnich kombinaci vektord z M.

Priklad 1.6. Zkonstruujte bdzi prostoru véech hermitovskych matic 2 X 2. Ma-
tice M je hermitovskd, pokud je rovna svému hermitovskému sdruZent, tj. trans-
pozici a komplexnimu sdruzeni M = M7 .

Resent: Nejd¥ive si napiseme libovolnou komplexni matici typu 2 x 2.

_fa+bi c+di
]W_(e+ﬁ g+m>'

Vidime, Ze mé osm nezavislych parametri, tj. baze prostoru komplexnich matic
2 x 2 ma osm prvki. Jeji hermitovské sdruzeni je

gt (a—bi c—di\' _ (a=bi e—fi\_  _ (a+bi c+di
“\e—fi g—hi) T \e—di g—hi) T " \e+fi g+hi)’



(

Odsud vidime b = 0, h = 0, e = ¢, f = —d. Tvar obecné hermitovské matice

2x2je
M—( a c—l—dz)'
c—di g

Béazi miZeme najit napt. tak, Ze budeme postupné pokladat jeden z koeficient
roven jedné a ostatni rovné nule. Jednou z bazi tedy je

o) (o) (5d)e G Y)

Castéji se vak pouziva baze matic, které jsou zaroven unitarni (plati pro né

M-MT =1).
Go) (o) (%) Gl

Prvnim tfem maticim se ¥ika Pauliho matice a pouzivaji se pro popis Castice se

; 1
spinem 3.

1.7 Nasobeni matic

Mégjme P x @ matici M (ma P fadkd a @ sloupct) a @ x R matici N. Potom
maticovym soucinem matic M a N myslime matici velikosti P x R, kterd ma
v r-tém fadku a s-tém sloupci soucin r-tého radku matice M a s-tého sloupce
matice N. Matice tedy nasobime systémem ,iddek krat sloupec“. Jednotlivé
¢leny vysledné matice dostaneme tak, ze secteme souciny odpovidajicich prvkt
v daném Fadku matice M a sloupci matice V. Jasnéjsi to bude na nésledujicim
prikladu.

2 3 -1 5 7 3 1
Priiklad 1.7. Vyndsobte matice | -1 0 1 |- 1 2 3 1
3 5 1 -1 2 -3 0

Resent

G003

2-5+3-1+(-1)-(-1) 2-7+2-34+(-1)-2 2-3+3-3+(-1)-(-3) 2:-1+3-1+(-1)-0
(=1)-54+0- 1+1 (- ) (-1)-74+0-2+1-2 (=1)-340-34+1-(=3) (=1)-14+0-1+1-0
3:54+5-1+1-(-1) 3:-7+5-2+1-2 3:3+5-3+1-(-3) 3:1+5-1+1-0

14 18 18 5
=|-6 -5 —6 —1].
19 33 21 8

Priklad 1.8. Vyndsobte matice (1

)



L2 o 32 0

s -1 2) (L =
-1 2 3

1

1:342-1+0-(-1) 242 (=1)40-2 1-042-14+0-3 \
(3-3+(—1)-1+2-(—1) 3:24 (1) (=1)+2-2 3-o+(—1)-1+2-3>

(5 0 2
“\6 11 5)°

Rekneme, Ze matice N je inverzni matici ke ¢tvercové matici M, pokud plati:

N-M=M-N=1I,

1.8 Inverzni matice

kde I je jednotkova matice, kterda ma na diagonéale jednicky a vSude jinde nuly.

1 1 1
Priklad 1.9. Najdéte inverzni matici k matici {1 1 -1
1 -1 1

Reseni: Pii vpoétu postupujeme podobné jako pfi hledani feSeni systému li-
nearnich rovnic s pravou stranou. Misto pravé strany dame jednotkovou matici.
Poté provedeme Gaussovu-Jordanovu eliminaci. Prvni fadek odec¢teme od obou
ostatnich, abychom v prvnim sloupci dostali v§ude kromé prvniho pole nulu.
Stejnou upravu provedeme i na jednotkové matici. Poté prohodime druhy a
treti fadek, protoze je v druhém tadku a tfetim sloupci nula. Druhy i tfeti 1a-
dek vydélime —2, poté odecteme od prvniho fadku druhy a od druhého Fadku
tfeti. VSechny tpravy opakujeme i vpravo. Tak dostaneme vlevo jednotkovou
matici a vpravo vyslednou inverzni matici k ptvodni.

1 1 1]1 0 0 1 1 1|1 00

1 1 140 1 0|l~|0 0 —2/-1 1 0]~

1 -1 1]/0 0 1 0 -2 0|-1 0 1
1 1 1|1 00 11 0 o0
0 -2 0[-1 0 1]~ 01/2 0 —1/2| ~
0 0 —2-1 10 -2/ -1 1 0

10 1]1/2 0 1/2
01 0[1/2 0 —1/2]| ~
00 —2(-1 1 0

1

1

0

0 1/1/2 0  1/2

1 0012 0 -1/2|~
0 1/1/2 -1/2 0
100 0 1/2 1/2
01 0/1/2 0 -1/2
00

111/2 -1/2 0

0 1/2  1/2
Inverzni matice tedy je | 1/2 0 -1/2].
1/2 —1/2 0



Priklad 1.10. Najdéte inverzni matici k matici

[N
— =
S W =

-1
Resent:
1 1 1|11 0 0 1 1 11 0 0
2 1 301 0)J~110 -1 1]—-2 1 0| ~
-1 1 0/0 0 1 0o 2 1/ 1 o0 1

2/-1 1 0
~112 -1 0 |~
1]-1 2/3 1/3

0 01 -1/3 —2/3
1 01 -1/3 1/3
0 1-1 2/3 1/3

1.9 Determinant

Determinant je zobrazeni, které kazdé ctvercové matici pfifadi ¢islo. K tomu,
abychom ho mohli zadefinovat, definujeme nejdifive permutaci. Permutace n
prvki je jedno z moznych usporadani téchto prvki, kde vysledna usporadana
n-tice ma stejny pocet prvkid jako puvodni mnozina. Znaménko permutace
udava, zda musime udélat sudy ¢i lichy pocet prehozeni dvou prvki permu-
tace, abychom dostali ptivodni usporadani. Sudé permutaci odpovidd kladné
znaménko, liché zaporné. Determinant je pak sumou vSech permutaci diagonaly
matice, pficemz kazda permutace se bere s kladnym znaménkem, pokud je suda,
a se zapornym znaménkem, pokud je licha. Pro matici typu n x n mame

n

det M = Z sgn (U)HMI-,G(,-).

och, =1

V predchozi rovnici sgn je znaménko permutace a P, je mnozina vSech permutaci
n prvki. Uvazujeme tedy vSechny mozné souiny prvkd matice z riznych radkt
a sloupcti se znaménkem piislusné permutace.

Pro matici typu 2 X 2 mame pouze dvé permutace a dostavame tedy

det M = M11M22 — M12M21 .

Predchozi vztah si odvodime. Existuji pouze dvé rizné permutace dvou prvku:
(1,2) a (2,1), tedy ptivodni uspofadéni dvou prvki a jejich prohozeni. Prvni
permutace je sudé, odpovida ji tedy kladné znaménko, druhéd permutace je licha
a ma zaporné znaménko. Pro prvni permutaci je na prvnim misté jednicka,
tedy 01(1) = 1 a na druhém misté dvojka o1(2) = 2. Pro tuto permutaci tedy
dostavame prispévek do determinantu

sgn (01) My 5, (1)Ma,0,(2) = +M1,1M> 5 .

10



U druhé permutace je na prvnim misté dvojka o2(1) = 2 a na druhém jednicka
02(2) = 1. Jelikoz je licha, davame pied ¢len zadporné znaménko, mame tedy

sgn (02) M1 5y (1)Ma,5y2) = —Mi12Ms 1 .

Souctem obou vyrazi dostavame vztah pro determinant.
Pro vypocet matice 3 x 3 vyuzijeme tzv. Sarusova pravidla:

det M = My MaaMsz + My3 Moy M3y + Mio Moz M3 —
— M3 Moo M3y — My Moz Mzs — Mo My M3z .

Pti odvozeni tohoto pravidla postupujeme obdobné jako pro matici 2 x 2. Per-
mutaci t¥i prvki existuje Sest: o1 = (1,2,3), o2 = (1,3,2), 03 = (2,1,3),
os = (2,3,1), 05 = (3,1,2) a 06 = (3,2,1). Prvni, ¢tvrtd a patd z nich jsou
sudé, ostatni liché (ovéite!). Piispévek sudych permutaci je

sgn (01)Ml,a1(1)M2,al(2)M3,al(3) + sgn (04)M1,a4(1)M2,a4(2)M3,a4(3)+
+ 580 (05) M1 o5 (1) M2, (2) M3,05(3) =
= +M;y 1Mo Mz 3 + My oMy 3 Ms 1 + My 3Mo 1 M3 o .

U lichych permutaci dostavame

sgn (02) M1 5, (1) M2,y (2) M3,65(3) + 580 (03) M1 oy (1) Mo, 55 (2) M3, (3) +
+ 580 (06) M1 0 (1) M2, 0 (2) M3,04(3) =
= —My 1M 3Ms o — My oMy 1 Ms 3 — My 3MyoMs g .

Sectenim obou prispévki dostavame Sarusovo pravidlo. Pfi vypoctu miuzeme
pouzit nasledujici pomuicku. Prvni a druhy fadek si prepiseme pod zadanou ma-
tici a pak vynasobime ¢leny v thlopfickach ,zleva nahore doprava doli“, tyto
prispévky bereme s kladnym znaménkem. Odecteme od nich soucin ¢lenti v th-
loprickach ,zleva dole doprava nahoru“, jak symbolicky znazornuje nasledujici
rovnice (Cleny stejné barvy nasobime).

Myy My M3 My1 Mis Mg
My Mog My Moo

M3 M3z | — | M3 M3s

My1 Mo My M3

My My Moag M1 My Ma3

Determinanty matic vyssich fadd vypoc¢teme podle véty o rozvoji podle
tfadku nebo sloupce
n
det M = Z Ml‘j(—l)H_jCij s
j=1

kde C;; je determinant matice, ktera vznikne vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce v matici M.

11



1
Priklad 1.11. Vypoctéte determinant matice | —1
1

S = W
[N V)

Reseni: Determinant vypocteme pomoci Sarusova pravidla.

1 3 2
det{-1 1 1)=1-1.24(-1)-0-2+3-1-1-1-1-2—-3-(-1)-2—-1-1-0=9.
1 0 2
0 1 1
Priklad 1.12. Vypoctéte determinant matice | —1 0 2
3 21
Reseni: Opét vyuzijeme Sarusova pravidla.
0 1 1
det [-1 0 2| =0-0-14(-1)-2-14+3-1-2—-1-0-3—2-2-0—-1-1-(-1) =5.
3 21
1 1 2
Priklad 1.13. Vypoctéte determinant matice | 2 2 4
1 01

Reseni: Vsimnéme si, ze prvni a druhy fadek matice jsou linearné zévislé. De-
terminant matice s linearné zavislymi radky je nula.

1 01 -1
s o . . 6 3 1
Priklad 1.14. Vypoctete determinant matice 11 1 3
2 1 2 -1
Reseni: Provedeme rozvoj podle prvniho fadku
; g ; *11 6 3 1 2 6 1
det =1l-det|1 1 3 |+1-det|-1 1 3 |-
L 1 2 -1 2 1 -1
2 1 2 -1
2 6 3
—(-1)-det | -1 1 1] =-29+19+17=7.
2 1 2
1.10 Vlastni ¢éisla
Plati-li pro danou ¢tvercovou matici M rovnice
Mv = v, (1)

kde v je vektor a A komplexni ¢islo, nazveme \ vlastnim ¢islem matice M a v
vlastnim vektorem této matice. P¥epiSeme-li si rovnici do tvaru (M — A\I)v = 0,

12



kde I je jednotkova matice, vidime, ze matice M —\I ma linearné zavislé sloupce.
Existuji totiz ¢isla vy, ..., vy, kterymi kdyz vynasobime jednotlivé sloupce, do-
staneme nulu. Pro N x N matici M m4 matice M — A\I m4 tedy hodnost (pocet
linedrné nezavislych f4dk nebo sloupci) mensi nez N, a tudiz plati

det (M — AI) = 0. 2)

Toho vyuzijeme pfi pocitani vlastnich ¢isel.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory se hojné pouzivaji v kvantové mechanice;
hodnota pozorovatelé je totiz vyjadiena vlastnim cislem daného operatoru a
vlastni stavy jsou dany vlastnimi vektory.

Priklad 1.15. Urcete viastni éisla a viastni vektory matice

S O =
o NN O
w o o

Reseni: Vyuzijeme rovnice det (M — AI) = 0. Dostavame
(A=A —2)(A—3) =0,

mame tedy tii feSeni A\; = 1, Ao = 2 a A3 = 3. Z rovnice pak urc¢ime vlastni
vektor v. PrepiSeme si ji do tvaru

(M = X)v =0. ®3)
Pro \; dostavame
0 0O vy
010 va | =0,
0 0 2 U3
1
odsud ve = 0 a v3 = 0. Takze vlastni vektor mizeme zvolit jako | 0 | . Mozny
0

je také libovolny jeho nenulovy nasobek.
Pro Ay mame

-1 0 0 V1
0 0 O ve | =0,
0 0 1 U3
0
tedy v1 = 0 a v3 = 0. Vlastni vektor mtzeme zvolit jako | 1
0
Pro A3 mame
—2 0 0 V1
0 -1 0 va | =0,
0 0 0 V3
0
tedy v1 = 0 a vo = 0. Vlastni vektor mtizeme zvolit jako | 0
1
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Priklad 1.16. Urcete vilastni vektory a vlastni ¢isla matice <(1) (1)>

Reseni: Z rovnice (2) méame

_ -2 1Y\
O—det<1 )\>—)\—1.

Odsud A\; =1, Ay = —1.
Pro Ay = 1 mame z rovnice (3]

-1 1 v\
() )-e
—v1 + vy =0, tedy v1 = va. Pro Ao = —1 dostavame z rovnice (3))
1 1 V1 _
()=
v1 + v = 0, tedy v; = —vg. Odpovidajici vlastni vektory tedy jsou pro A; <}>

wmo s (1)

Priklad 1.17. Najdéte viastni ¢isla a vlastni vektory matice (\/i 3

Reseni: Nyni uz budeme postupovat struénéji. Dostavame rovnici A2 — 4 = 0
s FeSenimi A\; = —2, Ay = 2. Pro vlastni vektory ziskdme z rovnice

3 2 () -0

(7 Ll () =0
sy (o1 2V (o)

Priklad 1.18. Najdéte viastni ¢isla a vlastni vektory matice (1 1).

respektive

11
Reseni: Z rovnice (A — 1) — 1 = A\(A — 2) = 0 dostdvame \; = 0, Ay = 2

Pro A1 = 0 mame
1 1 U1\
(1))

tj. v1 +v2 = 0, pro Ay = 2 mame
-1 1 U1\ _
(A6
. . . 1 1
tj. v1 — v2 = 0. Vlastni vektory tedy jsou 1) aly)

14



Priiklad 1.19. Najdéte viastni ¢isla matice (; Z)

Reseni: Z dostavame kvadratickou rovnici
A —B5A—2=0,

jejimz fesenim jsou vlastni ¢isla

5+4/33

Ao = 2

Priiklad 1.20. Najdéte vlastni éisla a jeden vlastni vektor matice

o = O
= o O
[ i

Reseni: Z rovnice (2) mame A\3—1 = 0, coz se d4 rozlozit jako (A—1)(A2+A+1) =

0, mame tedy vlastm ¢isla My =1, Ao 3 = _1i‘[7
Najdeme vlastni vektor OdeVldaJlCl 01s1u A1 Dostavarne

~—

1 -1 0| |w]|=o0,

tj. —v1 +vs = 0, v1 — vy = 0, tedy v1 = vy = vs. Jako vlastni vektor tedy

1
zvolime | 1
1
2 2 0
Priklad 1.21. Urcete viastni ¢isla matice | 0 0 O
-3 -4 1
Reseni: Vlastni ¢isla uréime ze vztahu
2—X 2 0
0 = det 0 -2 0 =2-)=N1-X).
-3 -4 1-A
Méme tedy feseni \; =0, Ay =1, A3 = 2.
2 -1 -1
Priiklad 1.22. Najdéte viastni ¢isla matice —% % é
1
T2 T2 2
Reseni: Vlastni &isla urc¢ime ze vztahu
2— )\ -1 -1
5 1 1 1
=det | -3 2-X L1 |=-X46)2 — o+ (=2
0 e _i 2_; éi)\ +6 +8+4 5 2+4 (=) +
2 2 2
1
g(60+2 2-10+4-6) = AN +6 211N +6=—-(A—-1)(A—-2)(A—3).
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Maéme tedy feseni Ay = 1, As = 2, A3 = 3. Kofeny polynomu tfetiho radu
nalezneme tak, Ze jeden z nich uhodneme a nasledné vyteSime kvadratickou
rovnici.

1.11 Literatura

Podrobnéji 1ze téma nastudovat napt. v [23] 24} [15], 19, 13| 26], kniha [2I] neni
vhodné pro zacatecniky, lze v ni ale nalézt mnoho zajimavych souvislosti daného
tématu.

1.12 Priklady k samostatnému procvic¢ovani

Priiklad 1.23. Dokazte, Ze prostor matic m x n je vektorovym prostorem.
Priklad 1.24. Urcete, zda vektory

1 1 4
u=|1], v=1[0], w=|3
0 3 3
jsou linedrné nezdvislé nebo linedrné zavislé.

Priiklad 1.25. Najdéte bdzi prostoru redlngch polynomi tadu 5. Jakou md di-
menzi?

Priklad 1.26. Urcete soucin dvou matic

21 -1 1 1 0 3
10 11]-{1 0 1 -1
3 0 -2 1 -1 2 2

Priklad 1.27. Vypoctéte

1 1 1

0 3 4

-1 0 2
Priklad 1.28. Vypoctéte

11 1\ "

1 1 0

0 0 1

Priklad 1.29. Vypoctéte

Priklad 1.30. Vypoctéte

1 1 0 -1
9 1 1 0
det | ¢ 1 1 4
1 -2 1 1
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Priiklad 1.31. Najdéte viastni ¢isla matice

-2 11 -15
2 =3 7
2 -7 11

Priklad 1.32. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
1 2
1 -1/
Priklad 1.33. Najdéte viastni ¢isla matice
0 -3 -2
-1 -2 =2
1 3 3
Priklad 1.34. Najdéte viastni ¢isla matice
-1 -8 -6
1 6 4
-1 -4 -2

Priklad 1.35. Najdéte viastni ¢isla matice

1 -3 3
0 3 =2
0 1 0
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2 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

V bakalafském studiu jste se seznamili s diferenciadlnim poctem funkce pro-
ménné. Soucasti kurzu Matematika 1 a Matematika 2 bude hlavné diferencialni
a integralni pocet funkci vice proménnych, tedy funkci, na jejichz vstupu je vice
realnych cisel.

2.1 Limita a spojitost
Nejdiive zadefinujeme funkci r» proménnych.

Definice 2.1. Redlnd (komplezni) funkce r redlniych proménngch je zobrazeni
fzR" doR (C).

Tedy tato funkce ma na vstupu r realnych ¢isel a na vystupu jedno redlné
(v pfipadé komplexni funkce komplexni) éislo. Piikladem miZe byt nadmotska
vyska v zavislosti na zemépisné sSifce a délce, pripadné funkce udavajici objem
plynu v zavislosti na teploté, tlaku a casu.

Podobné jako u funkce jedné proménné mizeme definovat pojem limity.
Nejdfive definujme pojem okoli.

Definice 2.2. Pro kladné € nazveme e-ovym okolim U.(zg) bodu zo € R"
mnozinu
Ua(x()) = {x,x € Rr,p(ﬂi,l‘o) < E}’

kde p(-,-) je vzddlenost dvou bodi v R".
Redukovanym e-ovym okolim nazveme €-ové okoli bodu xg mimo tohoto
bodu, tedy mnoZinu

Uz (wo) = Ue (o) \{o} -

Napiiklad v prostoru R? s eukleidovskou metrikou (vzdalenost bodtt X; =
(z1,51) a Xo = (@2, ¥2) je ddna jako p(X1, X2) = /(21 — 22)% + (y1 — 12)?) je
e-ovym okolim bodu kruh bez hranice o poloméru € a stfedu v daném bodu.
Redukovanym okolim je tento kruh bez hranice kromé svého stiedu.

Nyni muZeme zadefinovat limitu funkce vice proménnych a spojitost funkce.

Definice 2.3. Méjme funkci f : R™ — R, kterd je definovand na U} (xg). Potom
f md v xo limitu rovnou yo, pokud ke kazZdému € > 0 existuje § > 0 takové, Ze

|f(z) —yo| < e pro véechna =z € Us(xg).

Definice 2.4. Méjme opét funkei f : R™ — R definovanou na U. (). Rekneme,
Ze je spojitd v xg, pokud pro kaZdé € > 0 existuje takové o > 0, Ze

|f(x) — f(zo)| <& pro véechna z € Us(xy).

Jingmi slovy, je-li limy_,4, f(z) = f(z0).
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Limita popisuje chovani funkce, kdyZ se blizime k danému bodu. U funkci
vice proménnych vSak existuje vice zptsobi, jak se k danému bodu pfibliZit, nez
v jedné dimenzi. Muzeme se blizit napf. po primkach, po parabole, po spirale,
atd. Funkce mé limitu jen v tom pfipadé, ze pfi priblizeni libovolnym zptisobem
dostaneme tutéz hodnotu.

Pro limity také plati, ze limita souctu je soucet limit, limita rozdilu rozdil
limit, limita sou¢inu souéin limit a limita podilu podil limit (za pfedpokladu, ze
limita, kterou délime, je nenulova).

Piiklad 2.5. Urcete limitu funkce f(x,y) = % v bodé (0,0).

Reseni: Ukazeme si metodu, ktera se hodi k diikazu, Ze limita neexistuje. Najdeme-
li dvé rtzné kiivky, po kterych kdyz se blizime, dostaneme rtizné limity, vime,
Ze limita neexistuje. Dostaneme-li pro velkou tfidu kfivek stejné vysledky, jesté
to nutné neznamend, ze limita existuje, ale mame alespon kandidata na tuto
limitu. Tu musime dokézat jinym zptisobem.

Zkusime nejdrive limity po primkéch y = kx. Vztah pro tuto primku dosa-
dime do funkce dvou proménnych. Dostavame

k224 K2
kx) = = .
f(@, k) ot 4+ ktat 14+ k4
Limita vzhledem ke kazdé z pfimek je rtznd lim, .o f(z, kz) = %, proto

limita této funkce dvou proménnych neexistuje.
Piiklad 2.6. Urcete limitu funkce f(x,y) = % v bodé (0,0).

Reseni: Opét zacneme pfimkami y = kz.
3
i fe k) = e R T E e

Kandidatem na limitu je tedy ¢islo 0. To, Ze je limita pti blizeni se po vSech
primkéch stejna, ale neznamend, ze funkce méa limitu. Zkusme se blizit po pa-

rabole y = 2. .
ti %) = iy 5% = .
Limita tedy neexistuje.
Priklad 2.7. Urcete lim(, , .y (0,0,0)  Sin m_lll_z.
Reseni: Protoze ‘sin x_;_z’ <1lalimg, .00 2] =0, mame diky vété, ze

soucinu limita funkce jdouci k nule a omezené funkce je nula,

lim rsin —— =0.
(z,y,2)—(0,0,0) r—y—z
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Priklad 2.8. UkaZte spojitost funkce
2
f(l‘, y) — »52;874,_2;,2 (xa y) 7é (07 0)
0 (zy)=
v bodé (0,0).

Reseni: Musime ukézat, Ze pro kazdé e > 0 existuje § > 0, Ze pro \/z2 + y2 < §
je |[f(z,y) — 0] < e. Mame

2
z?y lzyl  _ =l
-0 =|——| = < —
|f($7y) | x2+y2 ‘ |$2+y2 =9
22 4y?

kde jsme vyuzili nerovnosti |xy| < . Ta plyne z nerovnosti (x — y)? > 0 a

(x +y)? > 0. Déle protoze

lz]/2 < Vz? +y%/2<§/2,

2

staci zvolit § = 2¢.

2.2 Parcialni derivace

Definice 2.9. Mé¢jme funkci f : R™ — R definovanou na néjakém okoli bodu
a = (ay,...,a,). Potom parcidlni derivact funkce f podle i-té proménné v bodé
a nazveme limitu

lim f(a17a27- ey Qi—1, 04 +tuai+17' . 'aar) - f((l)
t—0 t ’

s . . .. of
Parcidlnt derwaci oznacujeme .- nebo Oz, f nebo fu,.

Plati véta, ze funkce, kterd méa v U(a) vSechny prvni derivace a tyto derivace
jsou omezené, je v bodé a spojitd. Mlizeme také zavést druhou parcidlni deri-
vaci podle dané proménné nebo smisené parcidlni derivace. Budeme pouzivat
konvenci, ze % f je derivace nejdfive podle z a poté podle y. Nékdy se mizete
setkat i s opacnou konvenci. Pro ,hezké“ funkce plati, Ze smiSené druhé derivace
jsou zdmeénné, tedy 8228]; = ;:gy. Postacujici podminkou pro to je, aby smisené
druhé derivace byly spojité v daném bodé. Pozor, obecné parcialni derivace
podle riznych proménnych nejsou zaménné. Ilustruje to nasledujici priklad.

Priklad 2.10. Urcete druhé smisené parcidlni derivace funkce

zy 2| >yl :
T,Y) = v bodé (0,0).
Reseni:

Tato funkce se ve dvou (bilych) oblastech chové jako zy a ve dvou (Sedych)
oblastech jako 0 (viz obr. . Pro vSechna y plati 9, f (0, y) = lim, ¢ RACH) ot T

x
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flz,y) =

flz,y) =ay

Obrazek 1: Obrazek k prikladu — oblasti, ve kterych je funkce definovana

riznym vyrazem

0, protoze jsme v Sedé oblasti a f(z,y) i f(0,y) jsou v této oblasti nulové. Ob-

0 f(zy)

dobné pro vSechna x plati 9, f(x,0) = lim,_, # = x, protoze v tomto

piipadé jsme v bilé oblasti, kde f(x,y) = zy a f(x,0) = 0. Proto

0 f@0) = 9,(0,0) . w—0
0.(9,1)(0,0) = lim : = lim o =1,

Druhé parcialni derivace nejsou tedy zaménné.
Priklad 2.11. Ovérte zdménnost druhych parcidlnich derivact funkce f(x,y) =
ot 4yt — 42y,

Reseni: Vypocitdme postupné parcidlni derivace podle x, podle y a poté druhé
smiSené parcidlni derivace. P¥i vypoctu parcidlnich derivaci postupujeme podle
obdobnych pravidel jako u derivace funkce jedné proménné. Derivujeme-li napi.
podle x, povazujeme vSechny ostatni proménné (tedy v nasem piipadé y) za
konstanty.

Ouf(z,y) = 42® — 8xy?,
3yf(a;,y) = 4y3 — 8:Jc2y,
Ouy f(z,y) = Oy f(z,y) = —162y.

Piiklad 2.12. Ovéfte zaménnost druhgch parcidlnich derivaci funkce f(x,y) =
xY.
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Reseni: Postupujeme obdobné jako v piedchozim p¥ikladu.

y 1
axxy:amelnw :axeylnm:eylnwiy’
x
y
Oya? = ayelm = ayeylm =eV T ng

1 1
0y0z2Y = 0,0yzY = VT Ingy + —evin®,
T T

2.3 Derivace ve sméru

Obdobné jako mtizeme vypocitat derivace podle jednotlivych soufadnicovych
proménnych, mtizeme také vypocitat derivaci v libovolném sméru.

Definice 2.13. Méejme funkci f : R™ — R definovanou na néjakém okoli bodu
a=(a,...,ar) a jednotkovy vektor h € R". Potom derivaci v bodé a ve sméru

h nazveme limitu L
L fla i)~ f(a)
t—0 t

Derivaci znacime Oy f .

Pro dvé proménné lze pouzit vztah
Onf = hoOs f + hyOy [,
pro tfi proménné obdobné
Onf=h-Vf=h0uf+hy0yf+h.0,f.

Zde h, je x-ova soufadnice vektoru h, obdobné pro h, a h,. Vektor h musi byt
pro tyto vztahy normalizovany.

P¥iklad 2.14. Urcete derivaci funkce f(z,y) = x* — y? v bodé (1,1) ve sméru
_ (1 1
T
Reseni: Vektor h je jednotkovy, neni ho tedy nutné normalizovat. Mame
8a:f:2'ra awf'(l,l) :25
6yf = _2y7 8yf|(1,1) = _2a
1 1
ohf=2—=—-2—+=2V2.
hf \/5 7\/5

Piiklad 2.15. Urdete derivaci funkce f(x,y,z2) = 2 +y + 2z v bodé a =
(az,ay,a.) ve sméru h = (cos psin 6, sin psin b, cos )

Reseni: Vyuzijeme vztah pro dimenzi 3.

azf:ayfzazlea
Onf = cospsin® + sin psin @ + cos @ = (cos p + sin ) sinf 4 cos .
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Priklad 2.16. Vypoctéte derivaci funkce f(x,y,2) = 2% + y* — 22 ve sméru

Reseni: Vyuzijeme vztah pro dimenzi 3, derivaci vypocitame jako skaldrni soucin
gradientu f

Vf‘a = (81:f7 ayf» azf)‘a = (255,221» _22)|((1,2,—1)) = (27472)
a smérového vektoru.

ahthf( 1 1 1

\/??’x/ﬁ’\/ﬁ)'(Q’4’2)'

2.4 Totalni diferencial

Definice 2.17. Funkce f md v bod€ a totdlni diferencidl, pokud existuje linedrni
zobrazeni df (a) : R" — R, pro které plati

fla+h) = fa) —df(a)[n]

o 7 -
Jinymi slovy plati
. w(h)
fla+h) — f(a) =df(a)[h] + w(h), kde lim ——= =0.
h—=0 ||h]

Zatimco parcidlni derivace charakterizuje zménu funkce pouze v urcitém
sméru, totalni diferencidl ndm néco fikd o chovani funkce pro vSechny malé
prirtstky h. Jeho interpretace je nahrazeni funkce te¢nou rovinou ke grafu funkce
v daném bodé. Pokud ma funkce v néjakém bodé spojité parciadlni derivace, pak
tam ma diferencial. Plati nasledujici véta.

Véta 2.18. Necht md funkce f : R" — R v bodé a totdlni diferencidl. Pak je
v bodé a spojitd, md v ném parcidlni derivace 1. vddu podle vsech proménngch
a plati df(a)[h] = Y i_; hiOs, f-
Priklad 2.19. Najdéte totdini diferencidl funkce f(x,y) = 2% + y? v bodé
(205 Yo)-
Reseni: Nejdiive vypocteme parcidlni derivace podle obou proménnych v bodé
(20, Yo)-

0z f(%0,y0) =220, Oy f(wo,Y0) = 290 -
Pokud totalni diferencial existuje, ma tedy tvar 2xgh;i + 2yghs. Najdeme tedy
funkci w a vypocteme ptislusnou limitu.

w(h) = f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0,y0) — df (xo, yo)[h] =
= (zo +h1)* + (yo + h2)? — 23 — y3 — 2x0h1 — 2yoho = hT + 3.

w(h) . n[* _
ns0 Rl — im0 [JA] = Jim ||| =0.

Totélnim diferencidlem funkce f v bodé (z¢,yo) tedy je 2xoh1 + 2yoha.
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- (z,y) # (0,0)
Ptiklad 2.20. Urcete, 2da funkce f(z,y) = { V**+v? (0,0) md v po-
catku totdlni diferencidl.

Reseni: Protoze funkci nelze v poc¢atku derivovat (nemé tam smysl), vypoéitdme
derivace pfimo z definice

z—0 x z—0 I
y—0 Y y—=0 y

Totalni diferencial tedy je

Nyni ovéfime, jestli tento kandidat je skutecné diferencidlem.

—bs (-0

lim f(h17 h2) — f(070) — df(070)[h] — lim V hi+h3 B — lim hth #
h—0 NIEEN =0  \/hZ + h2 h—0 h2 + h2
Limita neexistuje, protoze po pfimkach hy = kh; dostavame rizné vysledky.
Protoze limita neexistuje, neexistuje ani totalni diferencial v tomto bodé.

Priklad 2.21. Zjistéte, kde je funkce f(x,y) = ln(x +y) definovand, spojitd,
kde ma parcidlni derivace 1. Tddu a kde totalni diferencidl.
Reseni: Funkce je definovani na poloroviné = + y > 0, protoze logaritmus je

definovany pro kladné argumenty. V celé této poloroviné je spojita a ma parcialni
derivace 1. fadu

Oz oyf =
J=0]= 4y’
které jsou zjevné spojité v celé poloroviné. Protoze jsou parcialni derivace spo-
jité, ma funkce totalni diferencial.
2.5 Taylorav rozvoj

Obdobné jako v jedné proménné miizeme ve vice proménnych vyjadrit hladkou
funkci Taylorovym rozvojem. Ma-li funkce f jako funkce n proménnych spojité
parciélni derivace az do fadu (k4 1) véetné na okoli bodu a = (a1, ..., a,), plati
na jeho okoli

k J
Z;‘[scl—cn stk (o~ )| @)+ B,
kde
1 k+1
Rii1(z) G [(xl _a1)8 ) + 4+ (zn an)a n] fla+d(x —a))



6 € (0,1). Taylortv rozvoj ndm poméha pfiblizné urcit hodnotu funkce v okoli
daného bodu.
2.6 Literatura
Podrobnéjsi vysvétleni nékterych pojmi a dalsi ptiklady lze nalézt napt. v [12]
14, [6, (17, [10, 29].
2.7 Priklady k samostatnému procvicovani
. 2,2 7
Priklad 2.22. UkaZte, Ze pro funkci f(x,y) = m plati:

lim (lim f(:r,y)) = lim (lim f(x,y)) =0

z—0 \ y—0 y—0 \z—0
a pritom limita funkce dvou proménnych lim . ) 0,0y f(,y) neezistuje.

c1 1
(+y)singsin, ay#0 o
0 zy =0
opak neexistuji obé postupné limity lim,_,o (lim,_o f(z,y)) alimy_o (lim,_, f(x,v)),

zatimeo lim, 4y (0,0) f(z,y) = 0.

Priklad 2.23. Ukaszte, Ze pro funkci f(x,y) =

Priklad 2.24. Vypociéte

2xy
m —_.
(2,y)—(0,0) 2 + Y2

Priklad 2.25. Vypoctéte

sin (zy)
im .
(z,y)—=(0,0) T

Priklad 2.26. Spoctéte druhé parcidlni derivace a dokazte zaménnost druhych
smisenych parcidlnich derivact.

a) f(z,y) = 42> + 222y + Ty>.

b) f(z,y) = xsin(x +y).
Priklad 2.27. Urcete derivaci funkce f(z,y) = 2° + y> v bodé (1,0) ve sméru
(%)
Priklad 2.28. Urcete derivaci funkce f(x,y,z) = x? + yz v bodé¢ (1,1,2) ve
smeru (—%, %, %)
Priklad 2.29. Urcete derivaci funkce f(x,y) = xcos(x +y) v bodé (7r 0) ve

2
5 12
SmMery (\/g’ \/5,).
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Priklad 2.30. Najdéte totdini diferencidl funkce f(x,y) = 23 +y3 v bodé (1,1),
pokud existuje.

Priklad 2.31. Zjistéte, kde je ndsledujici funkce definovand, spojitd, kde md
parcidlng derivace 1. 7adu, kde totdlni diferencidl a kde spojité 1. parcidlni de-

rivace. B (1‘2 + y2) sin ﬁ (x, y) 75 (0, 0)
o) = {0
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3 Diferencialni operatory vektorové analyzy

V této sekci se budeme zabyvat diferencialnimi operatory, které zobrazuji ska-
larni ¢i vektorové pole na skalarni ¢i vektorové pole. Slovo diferencialni nazna-
Cuje, Ze se v jejich definicich vyskytuji (parcidlni) derivace. Nejprve si zavedeme
skalarni a vektorové pole a poté se budeme vénovat jednotlivim operatortim.
Uvazujeme vzdy trojrozmeérny prostor.

3.1 Skalarni a vektorovy soucin

Nejdrive si zopakujeme definici skalarniho a vektorového soucinu dvou vektort
v R3, kterou znate ze stiedni gkoly. Pro dva vektory a = (aj,az,a3) a b =
(b1, b2, b3) je skalarni soucin definovan jako

a-b =aib; + asby + asbs
a vektorovy soucin jako
a x b = (agbs — asba, asby — a1bs, a1ba — azb1).

Jak uz nazvy napovidaji, vysledkem skaldrniho soucinu je skalar, tedy realné
¢islo, a vysledkem vektorového soucinu je vektor. Formuli pro vektorovy soucin
si lze zapamatovat tak, ze ve vztahu pro i-tou slozku chybi i-té slozky vektort
a a b a s kladnym znaménkem je vzdy Clen se slozkou a nasledujici po i-té.

3.2 Skalarni a vektorové pole

Funkci tff proménnych o(z,y, z) nazyvame skaldrnim polem, plochy p(z,y, z) =
konst. nazyvame hladinami tohoto pole. Vektorovou funkci

V(SC,ya Z) - (Ul(:cvya 2)71)2(1'7% Z)7U3(:E>ya Z))

nazveme vektorovym polem. Vektor r(x,y,z) = (z,y, 2) nazveme polohovym
vektorem. Jeho velikost znacime r a z Pythagorovy véty mtizeme snadno vypo-
Citat, ze r = /22 + y2 + 22. Siloddrou vektorového pole nazveme kiivku, jejiz
tecna mé v kazdém bodé smér tohoto pole.

Piikladem skaldrniho pole je napiiklad potencial (napf. elektricky, gravi-
taéni) — tj. kazdému bodu prostoru tato funkce pfifadi jedno redlné ¢islo. Pfi-
kladem vektorového pole je libovolné silové pole, napf. to, které kazdému bodu
prostoru pfifadi tthovou silu, ktera ptisobi na dany hmotny bod.

Derivaci vektoru a = (a1, as, ag) zavislého na proménné ¢ nazveme limitu

a'(t) = lim a(t+h) —a(t)

pm A = all (the: + aé(t)ey + ag(t)ez )

kde e, je jednotkovy vektor ve sméru osy z, atd. Tedy derivace vektoru a(t) ma
slozky a'(t) = (a3 (t), ay(t), a5(t)).
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Véta 3.1. Pro derivaci plati ndsledujict vztahy
(a+b)=a'"+b", (ka)=ka,
(a-b)=a-b'+a’'-b, (axb)=axb +a xb.

Priklad 3.2. Vypoctéte rychlost a zrychlent bodu, ktery se pohybuje po kruznici
r(t) = (cost,sint,0).

Resent: Derivujeme po slozkach

v(t) =r(t) = ((cost)’, (sint)’,0") = (—sint, cost,0),
a(t) =v(t) = (—(sint)’, (cost)’,0') = (— cost, —sint,0) = —r(t).

3.3 Gradient
Gradient skalarniho pole ¢(x,y, 2) je vektorové pole, pro které plati

0 ) 9 dp dp O
grad‘ﬂ(xvy,z)—VgD(x,y,z)—iex+zey+fez_< v ¥ %0>.

Oz’ Oy’ Oz

Symbolu V = emag + eyag + ezag se fika ,nabla“ a uvidime ho i u dalsich
T Y z
vektorovych operaci.
Nasledujici vétu zname z diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych.

Véta 3.3. Priristek hodnoty skaldrniho pole ¢ pri posunuti o maly vektor dr
se vypocita jako dp = grad ¢ - dr.

Z uvedené véty plyne, ze gradient skaldrniho pole je kolmy k jeho hladiné,
v kazdém bodé ma smér nejvétsiho rustu tohoto pole. Gradient se ve vztazich
chova podobné jako derivace, plati pro néj nasledujici véta.

Véta 3.4. Pro gradient plati
grad(v +¢) = grad p + grad ¢, grad(k ¢) =k gradp,
grad(py) = gradp + pgrady,  grad f(p) = f'(p) gradp.
kde @, ¥ jsou skaldrni pole, f funkce a k konstanta.
Priklad 3.5. Vypoctéte gradient skaldrniho pole p(r) = |r| =r.

Reseni: Gradient vypocteme po slozkéach.

8map:8z\/x2+y2+22:#:£.
/$2+y2+22 r
z
5y90:g, O.p=—.
r r
Tedy
gradgpz(g,g,f>:£:ro.
r'r’r r

Vysledkem je jednotkovy vektor ve sméru r.
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Piiklad 3.6. Vypodtéte gradient skaldrniho pole ¢(r)

=

Reseni: Piiklad vypoéteme dvéma metodami. Nejdifve po slozkach.

P 1 _ x
VRt r 2 (@R 2
d L = !/
VRt 2122 (a2 +y?+22)32)
P 1 z

VvVt +y? + 22 CEY R

1 T y z r
vfz (——,——7——) = —— .
r P37 p37 3 73

Druhou moznosti je vypocet pomoci vztahu pro gradient funkce od pole (po-
sledni vztah ve Vété |3.4]).

Vyuzili jsme tady vysledku pfedchoziho prikladu.

b-(

Priklad 3.7. Vypociéte gradient skaldrniho pole o(r) = %Xa), kde a a b jsou

konstantni vektory.

Reseni: Nejdiive vyuZijeme vztahu pro gradient soudinu dvou skaldrnich funkci

(Véta vztah vlevo dole), konkrétné b - (r x a) a 1.

b-(r x a)

v :b~(rxa)V%+%V[b~(rxa)].

Druhy ¢len si vypoéteme ve slozkdch. Vime, Ze rxa = (yaz—zas, za; —xas, xas—
yay), odsud

b (r x a) = by (yaz — zaz) + ba(za; — xaz) + bs(xas — yay) .

Proto

Oz[b - (r x a)] = 0,[b1(yas — zas) + ba(zar — xag) + bs(xas — yaq)] =
= (12[)3 — a3b2 = (a X b)y .

Tim jsme dostali z-ovou slozku vektorového soucinu a a b. Pro ostatni slozky
je vypocet obdobny a dostavame

Vb-(rxa)=axb.

Vysledek V% vezmeme z minulého piikladu. Takze nakonec mame

Vb~(r><a):_b~(r><a)r+a><b_

r r3 r
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Obrazek 2: Priklad zfidlového pole

3.4 Divergence
Divergence vektorového pole je skaldrni pole, pro které plati

. 6&1 8@2 8(13
diva = o + ay + P
Pomoci operatoru nabla lze divergenci vektorového pole a popsat jako skaladrni
souc¢in nably s timto polem diva = V - a. Divergence udava ztridlovost vekto-
rového pole. Budeme-li uvazovat napr. vektorové pole dané gradientem teploty,
kladna divergence tohoto pole znamen4, ze v tomto bodé teplo vznika, zaporna
divergence, ze zanika. Ilustrace z¥idlového pole je na obr.

Véta 3.8. Pro divergenci plati:
div(a+b) =diva+divb,
div(pa) = gradp -a+ ¢diva.

Diikaz: Prvni vztah je trivialni, dokézeme si druhy.

V- () = - (pas) + - (pa,) + 3 (vs) =

Oy dy dp Oa;  Oay  Oa,
n axa“+ 6yay+ Bzaer(p ox * dy + 0z

>-Vgp~a+ng~a.

Piiklad 3.9. Vypodtéte divergenci pole r = (z,y, 2).

Reseni: Vyjdeme z definice. Dostavame

Priklad 3.10. Vypocitejte divergenci pole a(r) =rg = T.

30



[E——

Obrazek 3: Priklad virového pole

Reseni: Vyuzijeme vztahu div(pa) = grad ¢ - a + pdiva. S vyuzitim minulého
prikladu a prikladu (pro vypocet grad L) dostédvame

1 3 2
~r+7V-r:—£~r—|—f:f.
r

v-i=v :
r r T

1
T T

Priklad 3.11. Vypoctéte divergenci pole a(r) = 5.

Reseni: Postupujeme obdobné jako v minulém pifkladu, vyuZijeme opét vztahu
pro divergenci soucinu skalarniho a vektorového pole. Dale vypocteme gradient

%3 pomoci posledniho vztahu ve Vété a vyuzijeme vysledku prikladu

Snadno nahlédneme, ze r - r = 22 4 y? + 22 = r2.

3

1 1 3 :
Voo =V r4 o Ver=-3-Vrr+o2=-3-24° 0
r T T T T r

Pole je tedy neziidlové.

3.5 Rotace

Rotaci vektorového pole a(x,y, ) je vektorové pole

rota(s,y,z) = (208 _ 292 o (a1 das o (Oaz Dar)
Y2 = oy 0z ) " 0z ox )Y or oy ) 7
_ <5a3 Oaz Day _ Oaz Das 8@)
Body, ve kterych je rotace nenulova, se oznacuji jako viry a prislusné pole jako
virové. Pole, které ma ve vsech bodech nulovou rotaci, je nevirové. Ilustrace

virového pole je na obr.
Pomoci operatoru nabla rotaci zapisujeme jako rot a(z, y, z) = V xa(z, y, 2).
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Véta 3.12. Plati

rot(a+b) =rota+rotb,
rot(pa) = prota—a x grad p,
div(ax b)=b-rota—a-rotb.
Priklad 3.13. Vypociéte rotaci pole a(r) =r.

Reseni: Vyjdeme z definice. Pro prvni slozku dostévame

Oaz 0Oay 0z Oy
t = —— — = — — — = 0
otah =5 =5 “ay o
Obdobné i pro dalsi slozky, tedy V x a(r) = 0.
Priklad 3.14. Vypoctéte rotaci pole a(r) = T.

Reseni: Opét vypoéteme prvni slozku.

_Oag _Oay 0z Oy _ _20r yOr_ 2y 2y _
(rOta)l_ay dz  Oyr 0Ozr r28y+r282_ r3+r3_0'

Obdobné pro ostatni slozky, tedy V x a(r) = 0.

3.6 Laplaceuv operator

Naposledy si predstavime Laplacetv operator

Ptisobi na skalarni pole a vysledkem je opét skaldrni pole. Mtize také ptisobit na
vektorové pole, z néhoz ,,vyrobi* vektorové pole. Laplacetv operator je dulezity
napt. v elektfingé, kvantové teorii, popisu vlnéni a difuze. Pomoci operatoru
nabla lze vyjadrit jako divergence gradientu

A=V -V=V?=

N R WAL I N
S\ "o Yoy oz Tor Yoy COoz)  0x2 Oy 022

Véta 3.15. Pro Laplacetv operdtor plati ndsledujici vztahy.

Alp+v) =Ap+ Ay,

Ap) = vAp + A +2(Vy) - (Vi)
A(a+b) =Aa+ Ab,

A(ka) =k Aa

pro k konstantni.
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Véta 3.16. Ddle plati

divgrad p = Ay,

rotrota = graddiva — Aa,
Agrad p = grad Ay,
Arota =rot Aa,
rotgradp =0,

divrota=0.

Piiklad 3.17. Aplikujte Laplaceiv operdtor na skaldrni pole o(x,y,z) = r.

Resent: Vypoctéme prvni a druhou derivaci pole podle z.

Ip _x
dor 1’
%p 1 22

or2  r 3’
Ap= B THy S 2

r 73 r

Protoze derivace podle ostatnich proménnych se vypoétou obdobné (pouze z2

je zaménéno za y? ¢ 22), mizeme vyjadiit Laplacetiv operétor.

Priklad 3.18. Urcete Laplace skaldrniho pole p(x,y,z) = %

Reseni: Postupujeme obdobné jako v piedchozim piikladé.

dp 1z
dr ~ r2r’
62 1 2
Do _ 1 a7
Ox? r3 rd
3 2 2 2
O BTk ot iy
r r

Vidime tedy, ze toto pole je nevirové.

Piiklad 3.19. Aplikujte Laplacedv operdtor na vektorové pole a(x,y,z) =r =
(2,9, 2).

Reseni: Vypocteme prvni slozku.

2 2 2
(Aa)liax 0°x %:

7@+6T;2+0z2 0.

Obdobné pro ostatni slozky. Tedy Aa = 0.

Priklad 3.20. Dokazte identitu rot grad ¢ = 0.
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Reseni: Identitu si rozepiSeme ve slozkach.

(20 0N, (99 0 0g) _
VX Ve = <8x’0y’az> . (ax’ dy’ 82) B

B 8(,0_3@ 3@_84,0 8(,0_34,0
- \Oydz 020y’ 020x  Oxdz’ 0xdy Oydz)

Protoze jsou diky spojitosti ¢ a jejich derivaci parcidlni derivace zaménné, je
vyraz roven nulovému vektoru.

3.7 Literatura

Koncepce této sekce a vétsina piikladi byly inspirovany studijnim textem [8],
kde lze nalézt vice podrobnosti k tématu. Dale doporuc¢ujeme napt. anglicky
text [2] nebo ¢eskou pfednasku [5].

3.8 Priklady k samostatnému procvicovani

Priklad 3.21. Vypoctéte rychlost a zrychleni, md-li polohovy vektor tvar r =
(t3,t%sint, cost).

Priklad 3.22. Vypoctéte gradient funkce o(r) = %, kde r = [r| je absolutni
hodnota polohového vektoru.

Priklad 3.23. Vypociéte gradient funkce ¢o(r) = |a X r|.
Priklad 3.24. Vypodciéte divergenci funkce a(r) = v X r.
Priklad 3.25. Vypoctéte rotaci funkce a(r) = 5.

Priklad 3.26. Aplikujte Laplaceiv operdtor na vektorové pole a(r) = 5.
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4 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Uloha na extrém funkce vice proménnjch ma mnoho fyzikalnich aplikaci. Ta
nejzakladnéjsi je hledani vrcholu kopce ¢i nejnizsiho bodu tudoli, zname-li za-
vislost nadmotské vysky na poloze. Zavislosti fyzikalnich veli¢in jsou jsou dany
funkcemi vice proménnych a v mnoha pfipadech hledame extrém téchto veli-
¢in (napf. minimalizujeme energii systému). V této sekci si popiSeme, jak najit
lokalni extrémy funkci vice proménnych.

4.1 Teorie

Definice 4.1. Rekneme,ze bod A € R™ je staciondrnim bodem funkce f : R" —
R, pokud %(A) =0.

Ekvivalentni podminkou pro stacionarni bod je, Ze totalni diferencial je nu-
lovy df(A4) =0.

Véta 4.2. Necht na néjaké oteviené mnoziné md funkce f vsude parcidlni de-
rivace prontho radu. Pak nutnou podminkou pro existenci lokdlniho extrému na
této mnoZiné je staciondrni bod.

To, zda je v daném staciondrnim bodu extrém a zda jde o maximum nebo
minimum, zjistime z druhého diferencidlu funkce f v daném bodu A, ktery
znacime d? f(A).

Véta 4.3. Necht f : R™ — R je aspori dvakrdt spojité diferencovatelnd na okoli
bodu A € R™. Pak je-li

1. d2f(A) > 0, funkce md v bodé A ostré lokdlni minimum,
2. d2f(A) < 0, funkce md v bodé A ostré lokdini mazimum.
Omezime se nyni na dvé proménné. Druhy diferencial 1ze vyjadfit jako soucin
GEA) A (d
A2 f(A) = (de dy) < % 220y ) ( x)
ayafx (A) Ty]zt(A) dy
To, zda je druhy diferencial pozitivné nebo negativné definitni, 1ze vyjadrit z tzv.

f A 2°f A
Sylvestrova kritéria. Ozna¢me D; = %(A) a Doy = det < o5z (4) 3-%31/( )>

82f d%f
dyox (A) y? (A)
Protoze mame funkci dvakrat spojité diferencovatelnou, jsou druhé smisené par-

cidlni derivace zaménné.

Véta 4.4. Pri oznaceni vyse plati pro staciondrni bod A funkce f:
1. Je-li D1 >0 a Dy > 0, pak md f v bodé A ostré lokdlni minimum,

2. Je-li D1 <0 a Dy >0, pak md f v bodé A ostré lokalni maximum,
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3. Je-li Dy < 0, pak funkce f v bodé A nemd extrém, jednd se o tzv. sedlovy
bod.

Pro Dy = 0 nelze o existenci a charakteru extrému rozhodnout, nékdy mu-
Zeme extrém urcit tak, ze se podivame na hodnoty funkce f v okoli stacionarniho
bodu.

Pfi urcovani lokalnich extrémi postupujeme tedy néasledovné. Nejdfive na-
jdeme pomoci Véty |4.2| staciondrni body (tedy body podezielé z extrémiti). Poté
v kazdém z téchto bodt ur¢ime ¢isla Dy a Do a podle Véty .4 uréime, zda jde
0 minimum, maximum ¢i zda zde extrém neni. Pokud jde o funkci vice nez dvou
proménnych, urc¢uji se znaménka minort matice druhych derivaci, tj. castecnych
determinanti.

4.2 Priklady
Priklad 4.5. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = a3 — 3zy + 3y
Reseni: Nejdiive uréime parcilni derivace prvniho fadu

% =322 — 3y, Z—ch = -3z + 6y.
Parcidlni derivace polozime rovny nule a vyfesime soustavu rovnic. Z rovnice
—3x+6y = 0 vyjddiime z = 2y a dosadime do rovnice 322 — 3y = 0. Dostavame
y(4y—1) = 0. Odsud y = 0 nebo y = 1/4. Dopo¢éitadme x a ziskdvadme stacionérni
bOdy A = [070]7 Ay = [%7 i]

Matice parcidlnich derivaci je

9?2 9
0= @éf %g; _(6x -3
o’ f o°f -3 6 )
Oz 0y oy?
Pro jednotlivé stacionarni body mame
0 -3 3 -3
o= (0 ) ama= (5 )

Pro bod A; dostavame Dy = —9 < 0, extrém tedy neexistuje. Pro bod As mame
Dy =3>0, Dy =9 > 0, mame tedy ostré lokdlni minimum.

Priklad 4.6. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2* + y* — 4zy + 30.
Reseni: Vypocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule.
403 — 4y =0, 4y°—4x=0.

Odsud y = 2% a z toho z(2% — 1) = 0. # mlZe tedy nabyvat hodnot 0, 1 a
—1. Dopoéitdme y a ziskavame body 4; = [0,0], Ay = [1,1] a A3 = [-1,—1].
Uréime matici parcidlnich derivaci

3*f 3*f
Q _ dz? ozdy | _— 12:1"2 —4
o°f 04 —4 122)

dx0y Oy?
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Pro jednotlivé stacionarni body mame

e =(0 ) eu= (1 5). ew= (1 ).
Pro bod A; dostavame Dy = —16 < 0, médme tedy sedlovy bod. Pro body A a
Az mame Dy =128 > 0, D; = 12 > 0, jedna se o lokalni minima.

P¥iklad 4.7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2%y* — 2% — 3>
Reseni: Vypocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule.
20(y? —1) =0, 2y(2®>—-1)=0.

Odsud x = 0 nebo y = 1 nebo y = —1. Z druhé rovnice dopoc¢itame druhou
proménnou a ziskdvame nésledujici stacionarni body: 4; = [0,0], As = [1,1],
A3 = [—1,1], A4 = [1,—1] a A5 = [—1, —1]

8?2 5
Q — 8J;£ Bxafy _ 2(y2 - 1) 47;3/
*r 9% 4ay 222 —1))

dx0y dy?

Pro jednotlivé stacionarni body méame

e =7 %) eu=(§ o). eu=(" 7).
aun=(§ o). eu=(" o)

Pro bod A; dostavame Dy =4 > 0, D; = —2 < 0, jde o lokalni maximum. Pro
ostatni body mame Dy = —16 < 0, neni v nich tedy extrém.

Priklad 4.8. Urcete lokdini extrémy funkce f(x,y) = yln (2% + y)

Reseni: Defini¢ni obor funkce je 2 + y > 0. Vypodéteme parcilni derivace a
polozime je rovny nule.

ey
24y

Y

S —
2ty

0, In(z*+y)+
Musime tedy rozebrat dva ptipady x = 0 a y = 0. V prvnim piipadé mame

1ny+y:0 = hy=-1 = y=-.
Y e

Pro y = 0 dostavame
Inz> =0 = ax==1.

Méme tedy tii stacionarni body Ay = [0, 1], A2 = [1,0], A5 = [-1,0].

8%f 9% f 2y% —2ya? 23
Q= Ox? dzdy | _ (x2+y)? (z24y)?
= 9 f 92 f = 275 2 .

1 x
dzdy Iy (z2+y)? w2+y+(w2+y)2
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Pro jednotlivé stacionarni body mame

Q(A1)=<(2) 2>7 Q<A2>=<g 3) Q<A3):<—02 _22>'

Pro bod A; dostavame Dy = 2e¢ > 0, D1 = 2 > 0, lokdlni minimum. Pro oba
ostatni body médme Dy = —4 < 0, nejsou zde extrémy.

Priklad 4.9. Urcete lokdini extrémy funkce f(x,y) = 23 + y3.
Reseni: Polozime parcialni derivace rovny nule.
322 =0, 3y°=0.

Resenim soustavy je stacionarni bod A = [0, 0].

8% f i

Q — Ox2 0xdy | — 6z 0
o2 f 92 f 0 6y .
Oxdy oy?

an=(g ¢)-

Dostavame tedy Dy = Dy = 0, nemiZeme tedy o lokdlnim extrému nic fict.
Lokélni extrém musime tedy zjistit z chovani funkce na okoli bodu A. Jsou-li
jak x, tak y zaporné, je hodnota funkce f zaporna. Naopak pro malé kladné =
a y je hodnota funkce f kladné. Lokalni extrém tedy neexistuje.

4.3 Literatura

Zadéni nékterych piikladi byla prevzata z [14] 20, 1T, [6, B0, 27]. Tyto zdroje
lze pouzit také k dalsimu studiu.

4.4 Priklady k samostatnému procvic¢ovani

Priklad 4.10. Naleznéte lokdlni extrémy funkce
flz,y) =32y —x + 2y.
Priklad 4.11. Naleznéte lokdlni extrémy funkce
flx,y)=2® —a2y+3z+y+3.
Priklad 4.12. Naleznéte lokdlni extrémy funkce
f(z,y) = 2® + 32y — 22 — 3y + 5y° + 3.

Priklad 4.13. Naleznéte lokdlni extrémy funkce

9
f(z,y) = 2® — 4oy + 4o + §y2 — 15y.
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Priklad 4.14. Naleznéte lokdlni extrémy funkce

fla,y) = (2% + )y + 3>

Priklad 4.15. Naleznéte lokdlni extrémy funkce

1 1 1 1
flz,y) = §x3 + 5a? — b+ §y3 +5v° =20y,
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5 Vazané extrémy

5.1 Teorie

Nasim cilem je najit extrémy funkce vice proménnych na mnoziné, ktera je za-
dana vazbou nebo vazbami. Motivaci mtze byt napriklad nejvyssi misto zelez-
nice klikatici se hornatym terénem. Kopce jsou zadany funkci f, trasa zeleznice
pak mnozinou M, kterd je urcena jako mnozina, na niz jsou funkce g; nulové.
Dalsi vyuziti si ukdzeme na prikladech v néasledujici sekci. Pro vypocet extrému
vyuzijeme nasledujici vétu.

Véta 5.1. Mé&me f, g1, ...gs funkce proménnych x1, ..., x, pro s < r. Necht
mnozina M je ddna jako M = {x € R" : g1(z) = 0,...,gs(x) = 0}. Necht
funkce f,q1,...,9s maji spojité parcidlni derivace na oteviené mnoziné D C R”
a matice (0;9;), j = 1,...,7, i =1,...,s md vSude v D mazimdini moznou
hodnost, tj. s. Potom plati:

1. Ma-li f va e M lokdlni extrém vzhledem k M, pak existuji takovd cisla
)\1;/\27-”7)\5; ze

gk .
=0 =1,2,...
ax](a’) b .] b b ’7"

g(a) =0, k =1,2,...,s.

9f(a) | <
axj + ; Ak

2. Plati-li vztahy v predchozim bodu a maji-li f,g1,...,9s v a diferencidl
druhého rddu, oznacme

K:f+Z)\jgj.
j=1

Potom md [ ostré lokdlni mazimum (minimum) vzhledem k mnoziné M
v bodech ziskangch v predchozim bodu, pokud druhy diferencidl d2K je
negativné (pozitivné) definitni v téchto bodech za podminky dg; = 0.

Pii vypoctu tedy postupujeme néasledovné. Nejdiive si napiseme K = f +
Z‘;Zl A;jg;, kde koeficienttim ); fikdme Lagrangeovy multiplikdtory. Potom vy-
pocteme jeho prvni parcidlni derivace podle vSech proménnych a polozime je
rovny nule. Pfiddme rovnice pro vazby g1 = 0,...,9s = 0. Mame tak r + s
rovnic pro r + s neznamych x1,...,2,, A\1,...,As. Z téchto rovnic vypocteme
souradnice tzv. staciondrnich bodi, tj. bodd podezielych z extrému.

Nyni nésleduje bod 2. Vypocteme si druhy diferencial K, napf. pro dvé

proménné a jednu vazbu podle vzorce
A’K = (0 K)h? + (Oyy K)k? + (0uy K)hk + (8, K)hk (4)

kde h je malé posunuti ve sméru osy x a k malé posunuti ve sméru osy y. Do
druhého diferencidlu K pak musime dosadit konkrétni stacionarni body, pri-
padné jim odpovidajici hodnoty Lagrangeovych multiplikatora. Mala posunuti
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h a k vSak museji vyhovovat konkrétni vazbé. To zajisti podminka, Ze prvni
diferencial g je roven nule.

dg = (9z9)h + (Oyg)k = 0. (5)

Z této podminky si vyjadiime jedno z posunuti pomoci druhého, napft. vyjadiime
k pomoci h, a dosadime jej do druhého diferencidlu K. Je-li vysledek zaporny,
jde o maximum, je-li kladny, jedna se o minimum.

V ptipadé vétsiho poc¢tu proménnych a vice vazeb je postup obdobny, viz
napt. priklad

Nékdy mizeme pouzit druhého zpisobu, jak urcit, jestli jde o maximum
nebo minimum. Tento postup vyuziva lokalnich extrémi. Plati nasledujici véta.

Véta 5.2. Md-li Lagrangeova funkce K = f+3. X\ig; v nékterém ze svijch sta-
ciondrnich bodu pti odpovidajici hodnoté Lagrangeovych multiplikdtoru lokdlni
extrém, pak md funkce f v tomto bodé vdzany extrém stejného typu vzhledem
v vazbé g. Pozor, neexistence extrému Lagrangeovy funkce meznamend, Ze nee-
xistuje vdzany extrém.

Postup je tedy nasledujici. Sestrojime Lagrangeovu funkci v daném stacio-
narnim bodé a vypocteme jeji druhé parcialni derivace a uréime tzv. Hessovu
matici, pro dvé proménné tedy

Ope K 0py K
Oy K 0,y K )

Pti urceni minima nebo maxima postupujeme stejné jako ve sekci o lokalnich
extrémech, tj. extrém urc¢ime na zakladé znamének subdeterminantd. Vyjde-li
nam sedlovy bod, nemtzeme touto metodou o extrému nic fict, musime pouzit
predchozi metody.

5.2 Priklady

Priklad 5.3. Urcete vdzané extrémy funkce f(x,y) = xy na mnoZiné dané
g(z,y) =z +y—-1=0.

Reseni: Jedn4a se o funkci dvou proménnych s jednou vazbou, budeme tedy
pouzivat jeden Lagrangetv multiplikdtor. Uréime nejdfive funkci K = zy +
Mz +y — 1) a jeji parcidlni derivace podle proménnych z a y.

O, K =y+A2=0, 0K =x+A1=0.

Tyto derivace polozime rovny nule. Dostaneme dvé rovnice, které spolu s rovnici
g(z,y) = x+y — 1 = 0 tvoii soustavu til rovnic o tfech neznadmych. Z této
soustavy vypoéteme body podezielé z extrému, podle bodu 1) Véty

1
y=—A, z=-\A = -2A-1=0 = /\:—5.
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Z prvnich dvou rovnic jsme vyjadrili x a y a dosadili je do vazby. Dosazenim A

do vztahd pro z a y mdme x = y = % Jedinym bodem podezielym z extrému

je tedy bod [, 2]. Déle musime urcit prvni diferencial g v tomto bodé (viz
rovnici (f]) a polozit ho roven nule.

0,9g=0y9=1, = dg=h+k=0

Zde h je malé posunuti v proménné x a k malé posunuti v proménné y. Nyni
vypoc¢teme druhé parcidlni derivace funkce K a jeji druhy diferencial podle
rovnice ({4))

2K =0,K =0, 982K =0, K =1,
d’K = 2hk = —2h* < 0.
Ve druhé rovnici jsme dosadili za k z rovnice h+ k = 0. Druhy diferencial je pro
vSechny h zaporny, jedna se tedy o lokalni maximum.
Kdybychom postupovali metodou Hessovy matice, dostali bychom ((1) é) ,
tj. D2 < 0 a sedlovy bod. Touto metodou nejde o extrému nic fict.
Priklad 5.4. Najdéte extrémy funkce f(x,y,z) = xyz na mnoziné M dané
vitahy gi(w,y,2) = 2° +y° +2° =1 =0, ga(w,y,2) = +y + 2 =0.

Reseni: Ukézeme si feSeni piikladu s funkci tif proménnych a dvéma vazbami.
Cerpame z ptikladu H na str. 132 v [14], proto budeme stru¢néjsi, detaily miize
¢tenaf nalézt v Kopackovi. Funkce K je rovna K = xyz + A\ (22 + 9>+ 22— 1)+
Xo(z + y + z). Pro body podezielé z extrému (staciondrni body) plati:

0. K =yz4+2 \z+ X =0,
Oy K =xz+2\y+ X2 =0,
0. K =xzy+2\z +X2=0,
=24y +22-1=0,

g2=z+y+z =0.

Mame tedy soustavu péti rovnic o péti neznamych.
Jejim vyfesenim nalezneme body

Body A odpovidaji \; = ﬁ, body B odpovidaji \; = —
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Nyni si napiSeme formu druhého diferencidlu funkce K
d* K (h, k1) = 2[\1 (h* + k* + 1%) + zhk + yhl + xkl] .
Prvni diferencidly vazeb davaji:
2xh+yk+2)=0, h+k+1=0.

Odsud vypocteme dvé proménné pomoci tfeti a dosadime do formy pro druhy
diferencial K. Provedeme si to podrobné pouze pro bod A;. Zde mé soustava
rovnic z prvnich diferencidlti vazeb tvar:

h+k—-2l=0, h+k+1=0.

Odsud vypocteme napf. k a [ pomoci h. Dostavame k = —h, | = 0. Po dosazeni
do druhého diferencidlu K dostavame

2h2  2h2
K (h, k,1) =2 +)h2\/6.
(h, 1) (m NG

V A; je tedy ostré lokdlni minimum vici M. Obdobné mizeme ukizat, Ze ve
vSech bodech A je ostré lokdlni minimum, v bodech B ostré lokdlni maximum.

Priklad 5.5. Urcete vdzané extrémy funkce f(x,y) = 6 — 4z — 3y na mnoziné
dané g(x,y) =22 +y*> —1=0.

Reseni: Napiseme si funkci K a vypocteme jeji derivace

K =6—4z—3y+ a2 +¢y2 -1

~—

)

0, K =—442Xx=0 = z=

i

| o > ro

Oy =-3+2y=0 = y=

[\]
>

Dosadime do vazby 2% 4+ y? = 1 a dostavame
1 9 5
—l44+-)=1 A=+
a2 ( * 4> - 2

Dostéavame dva stacionarni body A = [%, g}, B = [—%, —%}

Nyni musime ovéfit, ze jde o lokdlni extrém, a urcit, zda jde o maximum ¢i
minimum. Prvni diferencial vazby musi byt nulovy.

dg =2xh +2yk =0.

Déle vypocteme druhé parcidlni derivace K., = Ky, = 2\, Ky = Ky, =0 a
urc¢ime druhy diferencial funkce K.

d* K = 2\(h* + k?).
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Nyni musime jak dg, tak d2K vyjadiit v bodech A a B.
Zactneme bodem A.

Ah+3k=0 = k:—gh,

()]

d’K = zg(iﬁ + k%) = zg;ﬂ

Jde tedy o minimum.
Obdobné pro bod B.

—4h—3k=0 = k :—gh,

d?°K 2(2) (h2+k2)2<2) h? |1+ <§)Z] <0.

Jde o maximum.
Nasleduji slovni tlohy. U nich uz nebudeme ovétfovat, zda je bod podeziely
z extrému skute¢né maximem nebo minimem; to je zfejmé z fyzikalni tvahy.

Priklad 5.6. Urcete kvddr, ktery md pti daném povrchu nejuétsi objem.

Reseni: Objem kvadru mame maximalizovat, bude pro nas tedy funkci f, vazbu
uréime ze vztahu pro povrch kvadru.

f=V =abc,
g=2(ab+bc+ac)—S.

Déle pokracujeme postupem popsanym v predchozim textu, test toho, co je
maximem, uz provadét nemusime.

K = abc+2X(ab+ bc+ac) — AS.

0K =bc+2Xb+c¢)=0, (6)
WK =ac+2XNa+¢c)=0, (7)
9K =ba+2\(b+a)=0, 8)

2(ab+bc+ac) = S. 9)

Soustavu téchto ¢tyf rovnic vyfesSime tak, Zze od sebe jednotlivé rovnice ode-
Cteme.

© — (@ : (b—a)(c+2X) =0,
(B E (b—c)(a+2X) =0,
@®) : ba+2\(b+a) =0,
© - 2(ab+bc+ac) = S.

Abychom splnili prvni dvé rovnice, mame ¢tyfi moznosti, podle toho, ktera
dvojice zavorek je nulova.
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S
a=b=c = zrce(@):Sz(ﬁa2 = a=b=c= 5
2.
b=a=-2\ = zrce:a2+2(f%)2a:0
= a=b=0 = V =0,
3.
b=c=-2\ = V=0,
4.

c=-22A=a = V=0.

Body 2 az 4 davaji nulovy objem, proto jedinou moznosti maxima je prvni
moznost, tedy krychle.

Priklad 5.7. Uréete polomér a vysku vdlce, ktery md p7i daném povrchu ma-
ximdlni objem.
Reseni: Postupujeme obdobné jako v piedchozim piikladé.
f=V =narh,
g=2mr(r+h)—S=0.
K =nar?h+ 2 rr(r +h) — AS,
O, K =2mrh +4nrA+27whA =0,
WK =7r?+2mrA=0.
Z posledni rovnice mame 77 (r 4+ 2X\) = 0, odsud bud r = 0 nebo r = —2A. Prvni
moznost dava nulovy objem, a tedy néas nezajima. Z parcialni derivace podle r

mame

rh4+2rA+h\=0,
po dosazeni za r pak mame
—2X\h — 4N +hA=0 = h=-4\=2r.

V rovnici jsme vyloucili moznost A = 0, ktera by také vedla k nulovému objemu.
Vyska tedy musi byt stejnd jako prameér podstavy. Jeji velikost zjistime z vazby.

S _2V8

S=2mr3r = r=4\/— = h

67 Veér
5.3 Literatura

Zadéni piikladi jsou inspirovana [14) 10} 27], v téchto zdrojich 1ze nalézt i dalsi
priklady.
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5.4 Priklady k samostatnému procvicovani

Priklad 5.8. Urcete vdzané extrémy funkce f(z,y) =xzy —x +y — 1 s vazbou
g(z,y) =z +y—-1=0.

Ptiklad 5.9. Urcete vdzané extrémy funkce f(x,y,2) = 22 + 2%+ y? s vazbami
g(z,y,2) =2 +y—32+7=0, ga(r,y,2) =2 -y +2-3=0.

Priklad 5.10. Najdéte vdzané extrémy funkce f(x,y, z) = xyz s vazbami g1(x,y, z) =

Priklad 5.11. Najdéte vazané extrémy funkce f(x,y) = x+2y s vazbou g(z,y) =
22 +y>-1=0.

Piiklad 5.12. Najdéte vdzané extrémy funkce f(x,y) = x + y + z s vazbou
g(z,y) =a® +y* + 22 —4=0.

Piiklad 5.13. Urcete vzddlenost paraboly y = 2 od primky x —y — 2 = 0.
Rowvnice nemusite exakiné dopocitdvat, muzete je vyresit numericky.

Priklad 5.14. Najdéte bod na jednotkové kruznici, ktery je nejblize bodu [3,1].
Piiklad 5.15. Najdéte body na kiivce 2%y = 2, které jsou nejblize pocdtku.

Priklad 5.16. Najdéte obdélnik s danym obvodem 2p, ktery vytvori rotact kolem
jedné ze svych stran téleso s nejvétsim objemem.
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6 Diferencialni rovnice — separace proménnych

6.1 Teorie

Diferencialni rovnice jsou rovnice, ve kterych se vyskytuje nezndma funkce a jeji
derivace. Nasim cilem je tuto funkci urcit. K feseni téchto rovnic byly vytvo-
feny rizné metody, jednou z nejjednodussich a nejstandardnéjsich je separace
proménnych.

Budeme se zabyvat rovnici

na oteviené mnoziné = (a,b) X (¢, d). Lze snadno nahlédnout, Ze tato rovnice
mé trividlni feSeni y(x) = yo = konst. takové, Ze g(yo) = 0. Vyloucime-li toto
feSeni, lze psat

W _ f@)gy),

dx
1
@dy:f(x)dx,
1
/@dyz f(z)dx.

Obé proménné jsme separovali, na jednu stranu rovnice jsme dali vSe s z, na dru-
hou stranu rovnice vSe s y, formélné vcéetné diferencialti. Poté jsme obé strany
rovnice zintegrovali. Vyfesenim integrali mizeme nalézt feSeni diferencialni rov-
nice. Pfesnéji feceno, obdrzime rovnici, ve které se vyskytuje pouze neznama
funkce a proménnd, ne vSak derivace neznamé funkce. Pokud mame $tésti, mi-
Zeme z ni piimo vyjad¥it tuto neznamou funkci (FeSeni v tzv. explicitnim tvaru);
pokud se neznadm4 funkce vyskytuje v rovnici ve slozitém vyrazu, musime se spo-
kojit pouze se zminénou rovnici. Pak fikame, Ze feSeni je v implicitnim tvaru.

Lze hledat tzv. maximéalni feSeni, tedy feSeni, které je definované na ma-
ximalnim moZném intervalu (viz napt. [I4], [I]). V tomto textu budeme hledat
pouze FeSeni lokalni. Mame-li dvé rtiznd feSeni (napf. trividlni feSeni a feSeni na-
lezené separaci proménnych), mizeme FeSeni ,seSivat“. Pokud obé feseni maji
v jednom bodu stejnou funkéni hodnotu, miZzeme definovat spojité feseni, které
nalevo od tohoto bodu ma tvar jednoho feSeni a napravo druhého.

»
6.2 Priklady
Priklad 6.1. Najdéte reseni rovnice y = —ycotgw
Reseni: Trividlni feseni je y = 0. Obecné trivialni feseni uréime tak, Ze polozime
funkci g rovnou nule. Ma-li funkce g kofen yo, je y(z) = yo trividlnim FeSenim.
Nyni najdeme ostatni FeSeni. Derivaci napiSeme pomoci diferenciali.

dy i
— = —ycotgx.
dr Yy g
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Separujeme proménné vydélenim y a vynasobenim dz.

dy cos T

— =——dx

Y sinx
Rovnici integrujeme.

dy / cosx

— = —dz.

Y sin

Po integraci (vpravo pouzijeme substituci ¢ = sinz) dostdvame
Inly|=—In|sinz|+InC;.

Nesmime zapomenout na integracni konstantu, kterou jsme zapsali ve tvaru
In Cy. Integraéni konstantu stac¢i psat jen na jednu stranu rovnice, protoze in-
tegraéni konstanty obou integrald daji po odeéteni jinou (jednu) konstantu.
Rovnici lze upravit na

In|ysinz| =InCj .

Po odlogaritmovani (obé strany rovnice napiSeme jako argumenty exponencily)
dostavame
ysinz = +£C .

Obecné feSeni lze tedy zapsat ve tvaru (zadporné vzata konstanta je stéle kon-
stanta, néasledujici zapis proto zahrnuje obé znaménka predchozi rovnice)

Tento tvar zahrnuje i trividlni feSeni.

P¥iklad 6.2. Najdéte feseni rovnice (x — 1)y’ +y? = 0 s pocdtecni podminkou
y(2) = -1.

Resent: Trividlni feSeni je y = 0. Vylouéime-li toto FeSeni, mtzeme upravit
rovnici do tvaru

dy 2
12 =
(=1 =~y
coz vede po vydéleni y2, (z — 1), vynasobeni dz a zintegrovani k
dy / dx
Yz x—1"
Po integraci dostavame
L mpe-1+C = @) !
——=—Inlz— )= —-——".
Y Y Injz—-1]-C

Zaméiime se na x > 1, coz odpovidé intervalu, ve kterém je definovana pocatecni
podminka. Nyni dosadime pocateéni podminku, z ¢ehoz zjistime konstantu C'.

1

.
Inl1-C

= C=1.
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Hledané feseni pro x > 1 tedy je

1
O -1

Pro ¢ < 1 dostavame reseni

1
y(@) = —m————
In (1 — CE) — CQ
a nalezené FeSeni v pravé ¢asti mizeme seSivat v .x = 1 s timto feSeni nebo
s trividlnim FeSenim.
Priklad 6.3. Najdéte obecné Feseni diferencidlni rovnice vy = tgxtgy
Resend: Trivialni feseni je y = km, k € Z. Vyloudime-li toho feseni, mfizeme
psét po tpraveé
08y sinx
d

dy ¢
— =tgxrtgy = - Y= dzx .
dx siny cosx

Obé strany zintegrujeme (vlevo pouzijeme substituci za sinus, vpravo za kosinus)
cos sin x
/ - Y dy = / dz
siny coszT

In|siny] = —In|cosz|+InC = In|sinycosz|=InC.

Po integrovani mame

Tedy po odlogaritmovani

. C Ch
siny =+ = .
cosr  cosx

Vyuzili jsme toho, ze znaménka + muizeme odstranit predefinovanim konstanty.
Odsud y(z) = arcsin —<—. Refenf méme na intervalech z € (—% + nm, £ + nr),

COS
n € Z tedy intervalech, na kteryjch je kosinus nenulovy. Opét mizeme ,sesivat“
tato TeSeni s trividlnimi resenimi.

Priklad 6.4. Najdéte vesSeni rovnice y' sinx = ycos .

Reseni: Trividlni feSeni je y = 0. Rovnici upravime na tvar

dy  cosx

dz  Jsinz

Separujeme proménné a integrujeme (vpravo s pouzitim substituce za sinus).
d cosT
/ Y _ / —dx .
Y sinx

49




Dostavame
In|y|=In|sinz|+InC,

Tedy méame

Resenim je tedy
y=Cisinx.

Dany zapis zahrnuje i trivialni feSeni.
Piiklad 6.5. Najdéte resent rovnice xy — y? = 1.
Resend: Trivialni feseni neni. Rovnice se d4 pfepsat do tvaru

dy 1447
de 22

d
1_|_y2 J)Q

1
arctgy = ——+ C,
x

y=tg (C—1>.
x

Priiklad 6.6. Najdéte Tesent rovnice 2xyy’ = x + 2.

Coz po upravé vede na

Po integraci dostavame

Tedy

Reseni: Trividlni TeSeni neexistuje. Mizeme psat

dy z+2
ydx_ 2x

Po separaci proménnych dostavame
1 1
/ydyz/(—i—) dz,
2 =z

2
%:§+1n|x|+c,

po integraci pak

Vysledek je
y ==z +2n|z|+C.

Priklad 6.7. Reste rovnici (xy? + x) + (y — 22y)y’ = 0.
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Reseni: Trividlni feSeni neexistuje. Rovnice 1ze upravit na tvar

dy  z(y*+1)
dr  y(l1—22)’

Po separaci proménnych zintegrovani obou stran dostavame

T Yy
——dz = | =—=—d
[ e [,

coz vede pfi pouziti substituce za jmenovatele obou zlomki a vynasobeni rovnice
dvéma k
Injz? =1 =In|y?> + 1| —InC.

Tedy
2

¢ —1
T l=—mcC
y2+1’ :

a obdobné jako v minulych prikladech

In

1+y*=0(?-1).
Osamostatnénim y mame
y==++/C(22-1)—-1.
Piiklad 6.8. Reste rovnici zyy’ = 1 — 22.
Resend: Trivialni feseni neexistuje. Rovnici lze upravit na tvar

dy_l—nc2

de zy

Separaci proménnych dostdvame
1
/ydyz/(—x) de.
x

y2

5=

Integrace je jednoducha.
2
In |z| — % +C.

Odsud osamostatnime y.

y=+v2In|z] — 22+ C;.

Priklad 6.9. Reste rovnici vy + (v + 1)y’ = 0.
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Reseni: Trividlni feSeni je y = 0. Rovnici lze upravit na

dy  wy

de ~ z+1°

Separaci proménnych dostdvame

/%dyz—/idx— /1da:—|—/7dx

integraci pak
Injly=—z+njz+1+InC.

Tedy méame

Yy _
:C z
x—l—l‘ ¢

A obdobné jako v minulych ptikladech
y=Cx+1)e®

Tento zapis zahrnuje i trividlni feSeni.

Piiklad 6.10. Reste rovnici \/ﬁ = zyy'.

Reseni: Trividlni feSeni neexistuje. Rovnici lze pfepsat do tvaru

dy _ vzl

dz xy

Separaci proménnych dostavame

1
/ Y ay= / Lar,
Vyr+1 r
coz TeSime substituci za vnitfek odmocniny nalevo a tabulkovym integralem

napravo. Dostavame
Viy2+1l=lnlz|+C.

Osamostatnénim y pak mame

y=+/(C+ fa)? -

6.3 Rovnice typu v = f(azx + by + ¢)

Tato rovnice lze prevést na rovnici se separovanymi proménnymi substituci
!’

z(x) = ax + by + c. Odsud dostavdme y' = Z=%. Dosadime-li tento vyraz

zpét do pivodni rovnice, dostaneme rovnici

Z —a dz

) atbf(z)

=dzx,

kterou vyresime integraci.
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Priklad 6.11. Vyfeste rovniciy’ =y — 3z +5

Reseni: Ziejmé pouzijeme f(2) = z = y — 3z + 5, odsud 2’ = ¢/ — 3, tj. Po
dosazeni za y a y’ dostdvame z ptivodni rovnice 2z’ = z — 3. Tu FeSime separaci

promeénnych.
dz
=[d
/ 2—3 / o

Injz—3|=2+InC.

Nyni aplikujeme na obé strany rovnice exponencialu
|z—3|=C¢e"

Absolutni hodnotu muzeme odstranit, protoze pripadnd zména znaménka se
»schova® do konstanty. Mame

z(x) =Ce®” +3.
Zpétnym dosazenim do vztahu mezi y a z ziskdvame
yla) =Ce" 4+ 3x —2.
Priklad 6.12. Vyreste rovnici y' = —(z — y)?
Reseni: Zvolime z = x —y, 2/ = 1 — v/, f(2) = —22. Po substituci obdrzime
1-2 =-22.
Separaci proménnych dostavame

dz
/714_22 —/da:,

arctgz =z +C,
z =tg(x+C)

a po substituci mame
y(@) =z —tg(z+C).
6.4 Homogenni rovnice

Jako homogenni rovnici ozna¢ime rovnici ve tvaru 3’ = f (%) Resi se substituci
z="2Y tj.y=zx,y = 7'z + 2z, ¢imz se pievede na separovatelnou rovnici.

Priklad 6.13. Vyreste rovnici (2xy — 22)y’ = 3y* — 2y

Reseni: Rovnici si prepiseme do tvaru

;32 —2ay  3(4)7 -2

x

2oy —x2 284 —1

x
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je tedy homogenni. Dosazenim substitu¢nich vztahti mame

z’x+z=732272z
2z —1 7
dz_zQ—z

T T 2.1

Separaci proménnych ziskame

2z — 1
/i dz = d—x,
z22—z T

In|z? —z| =n|z| +1InC,

22— 2=Cz,

y?—azy—Cx®=0.
Reseni jsme tedy nasli v explicitnim tvaru.

Piiklad 6.14. Reste rovnici xy' — y — /22 —y2 = 0 s pocdtecni podminkou
y(1) = 3.

Reseni: Rovnici upravime na tvar y' = £ 4 ,/1 — (£))2. Po zavedeni substituce
a separace proménnych dostavame

dr+z=z+V1-22.
Odecteme z a separujeme promeénné.
/ dz / dz
V1— 22 z
arcsinz =In|z| + C,
y=uaxsin(ln|z|+ C).

Nyni vypocitame konstantu z pocatecnich podminek.
1 T
— =sinC = C=-—-.
2 6
Vysledné feseni tedy je

y(x) = xsin (1n|x\ + %) .

6.5 Literatura

Teorie je vylozena v [12], dalsi feSené i nefeSené ptiklady lze nalézt v [14] [ [25]
3, 9, 22, 7, 28, [16]. Cast této sekce byla pievzata ze studijnfho textu [I8], kde
byl upraven a doplnén ptvodni studijni text k Matematice 1.
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6.6 Priklady k samostatnému procvicovani

Piiklad 6.15. Reste rovnici y'tgxr —y = a.

P¥iklad 6.16. Reste rovniciy' cotgz+y = 2 s pocdtecni podminkou y (%) =0.
Piiklad 6.17. Reste rovnici ' sinxzcosxz —y = 0.

Priklad 6.18. Reste rovnici (zy? + z) + (y — 2%y)y’ = 0.

Piiklad 6.19. Reste rovnici zyy’ =1 — 22.

P¥iklad 6.20. Reste rovnici y =y + 2z — 3.

Piiklad 6.21. Reste rovnici z2y' = 3% + xy.

Piiklad 6.22. Reste rovnici xy —y = 2./Ty.
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7 Vysledky prikladt k samostatnému procvico-

vani
Pr.[1.23} Postupné dokazte, Ze jsou splnény vSechny body definice vektorového
prostoru.
Pt.[1.24; Linearné zavislé: 0 = 3u + v — w.
Pi.[T.25¢ {1,2,22, 23, 2% 2°}. Baze m4 6 prvkii, dimenze je tedy 6.
2 3 -1 3
Pr.J126f [2 0O 2 5
1 5 —4 5
6 -2 1
P¥. % -4 3 -4
3 -1 3

oo TwTgd
T

=g T
T eY

U T

Udd

-
=

128
.|1.29
.|1.30
JL.31
.1.32

1.33
F.[1.34
T.[1.35
F.[2.22

.2.24
.[2.25
.[2.26]

MO G R G K

3

.[2.28

Inverze neexistuje, fadky nebo sloupce jsou lineadrné zavislé.

5.

—6.

0, 2, 4.

Vlastni ¢isla —v/3, v/3, vlastni vektory odpovidajici témto vlastnim
¢islim postupné (1 _1\/§>, (1 +1\/§>.

-1,1, 1.

0,1, 2.

1,1, 2.

Pfi pevném nenulovém z je lim, .o f(z,y) = 0, limita samych nul
je nula. Neexistenci limity dvou proménnych Ize ovéfit napf. pomoci
primek y = kx, pro k = 1 dostaneme vysledek 1, pro ostatni 0.
Postupné limity neexistuji,protoze neexistuje limita lim, ¢ sin i Li-
mitu funkce dvou proménnych dostaneme z véty o limité soucinu
funkce omezené a funkce jdouci k nule.

Neexistuje, lze ovérit primkami y = k.

a.
a) Opsf = 24x + 4y, Oyy f = 42y, Opyf = Oyu f = 4z,
b) Opef =2cos(z+y) —zsin(zx + ), Oyyf = —zsin (z 4+ y), Oy f =
cos(x +y) — xsin (xz + y).
3v2
NG
£2.
_3\/571'
0
3h1 + 3ha.

D(f) = R?, viude spojit4, vsude diferencial a tudiz vsude 1. parcidlni
derivace, jez jsou nespojité pouze v pocatku.
v = (3t%,2tsin () + t?cos(t), —sin(t)), a = (6t,(2 — t?)sin () +
4t cos (t), — cos (t)).
—rsinr—cosr
=
(axr)xa

laxr|

96



UydTwdTdYdT
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<

g
s

0 d T
R G R

U T

O

.

oD dYd T :U(

U Tdd

MO HC HC RO RC R R R R K

.

.3.24; 0.

.13.25¢ 0.

.13.26¢ 0.

.J4.10} Staciondrni bod A = [ %, %] — extrém neexistuje.
.[4.11} Staciondrni bod A = [1,5] — extrém neexistuje.

, 0] — ostré lok. minimum.
12, 7] — ostré lok. minimum.

1
.[4.12¢ Staciondrni bod A = [1
.[4.13; Stacionarni bod A = |

.[4.14; Stacionarni body A; = [0,0] — extrém neexistuje, Ay = [—4,0] —
extrém neexistuje, As = [—2, 2] — ostré lok. minimum.

[AT5} Staciondrni body A; = [2,4] — ostré lok. minimum, Ay = [2,-5] -
extrém neexistuje, Az = [—3, 4] — extrém neexistuje, Ay = [—3,—5] —

ostré lok. maximum

5.8 Maximum A = % %
5.9 Minimum A = [0,-1,2].
111
.[p-10f Maximum A = |3, 7, 5]
ini N l — |1 2
. Minimum A = 75 f , maximum B = 75 \/g}
@ Maximum A = —,% — |, minimum B = —%,f%,—%}.
. Body na krlvkac , které j JSOU si nejbliz, jsou |1, 1], [5,—3]. Vzdé-
lenost je %
3 1
14 [To’ MTT:]'
BI5 A= [v2,1], B=[-V2,1].

16t b=5%, a=2p.

6.15t y = —a + C'sinz.

.6.16f y =2 —4cosz.

6.1 y = Ctgx.

618 y = £4/C (2?2 — 1) — 1.
619 y = £/2In |z — 22 + C;.
16.20F y =1 — 2z + Ce”.

P62 y = —i5e

1622t y = 2(lnx + O)2.
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