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Základńı pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Namı́sto úvodu

Vı́̌s, z jakých prvk̊u sestává
periodická soustava?
Z probděných noćı a pokus̊u bezpoču,
z pochyb a naděj́ı, stálého učeńı,
z tápáńı, zkoušek a z tiśıce výpočt̊u,
z čirého pramı́nku jasného myšleńı.

Emil Calda: Mendělejev, Dmitrij Ivanovič

Dostáváte do ruky studijńı text, který má pomoci pochopit látku předmětu Matema-
tická analýza 3 oboru Finančńı a pojistná matematika a hlavně pomoci s řešeńım úloh.
V každé kapitole jsou nejprve shrnuty základńı pojmy, definovány jsou stejným zp̊usobem
jako na přednáškách doktorky Francové. Kontrolńı otázky maj́ı za ćıl ověřit porozuměńı
definićım a větám. Pečlivě pročtěte definice pojmu, nakreslete obrázek, vymyslete př́ıklad,
pokuste se naj́ıt protipř́ıklad a poté odpovězte na otázku.

Takto jsou označeny poznámky, které maj́ı přibĺıžit daný pojem, dávaj́ı př́ıklad z
reálného světa nebo vysvětluj́ı problematiku. Rozhodně tak neńı označen text, který
byste měli přeskočit.

Konec řešeného př́ıkladu je označen symbolem ©.

Vřele doporučuji pokusit se vymyslet k dané problematice vlastńı př́ıklad a vyřešit ho.
Na tom se nauč́ıte nejv́ıce. Také to umožńı odhadnout, jaké jsou limity námi použ́ıvaných
metod.

Tento text nemá být jediným vyčerpávaj́ıćım studijńım materiálem, ale sṕı̌se jakýmsi
pr̊uvodcem. Propoč́ıtáńı těchto př́ıklad̊u s pravděpodobnost́ı bĺıž́ıćı se jedné nebude stačit
ke splněńı zkouškové ṕısemky.
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Pokud v textu najdete nějakou nepřesnost, překlep nebo chybu, upozorněte mě, prośım,
na adrese: veronika.boruvkova@uhk.cz. Děkuji.
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1 Taylorova věta

Polynomické funkce patř́ı k těm, se kterými se snadno pracuje. Jsou definované na celém
R, spojité, všude spojitě diferencovatelné do libovolného řádu, všude integrovatelné.
Pokud bychom dokázali funkci alespoň přibližně nahradit polynomickou, můžeme s
ńı snáze pracovat. Ukazuje se, že ne vždy je možné nahradit funkci polynomickou na
celém definičńım oboru, ale lze tak učinit na okoĺı nějakého bodu, pokud je v něm
funkce několikrát diferencovatelná. Nejjednodušš́ı z těchto polynomů už znáte, je to
tečna k funkci v daném bodě. Pojem tečny lze zobecnit následuj́ıćım zp̊usobem:

Základńı pojmy

Definice 1 Necht’ f je reálná funkce jedné proměnné, a ∈ R a f má v bodě a vlastńı
derivace až do řádu n. Pak polynom

T (x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

nazveme Taylorovým polynomem n-tého řádu funkce f v bodě a.

Č́ım vyšš́ıho stupně je polynom, t́ım přesněji aproximuje funkci na okoĺı nějakého bodu
a ∈ R.

Definice 2 Necht’ f je reálná funkce jedné proměnné, a ∈ R a f má v bodě a vlastńı
derivace všech řád̊u. Pak řadu

f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + · · · =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

nazveme Taylorovou řadou funkce f v bodě a.

Pokud určujeme Taylor̊uv polynom v bodě x = 0, často se mu také ř́ıká Maclaurin̊uv
polynom, odvozené Taylorově řadě pak Maclaurinova řada.

Taylor̊uv polynom je jen přibĺıžeńım k dané funkci, proto se bude na okoĺı bodu
skutečná hodnota funkce f lǐsit od Taylorova polynomu. Tomuto rozd́ılu ř́ıkáme zby-
tek. Uvědomte si, že zbytek neńı konstanta. Tento rozd́ıl záviśı na vzdálenosti od bodu,
v němž funkci rozv́ıj́ıme. Zbytek je tedy reálnou funkćı.
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Věta 1 (Taylorova věta) Necht’ a, x jsou dvě r̊uzná č́ısla, n celé č́ıslo, n ≥ 0. Necht’ f(x)
je funkce, která má derivace až do řádu n+ 1 včetně na uzavřeném intervalu I s krajńımi
body a a x. Definujme Rn+1(x) rovnićı

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn+1(x).

Necht’ g(t) je funkce spojitá na intervalu I, která má v každém vnitřńım bodě intervalu I
derivaci r̊uznou od nuly. Potom existuje vnitřńı bod ξ intervalu I takový, že plat́ı

Rn+1(x) =
(x− ξ)n

n!

g(x)− g(a)

g′(ξ)
f (n+1)(ξ).

Volbou g(t) = (x− t)n+1 dostaneme

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

což je tzv. Lagrange̊uv tvar zbytku. Volbou g(t) = t dostaneme

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− a)(x− ξ)n,

což je tzv. Cauchẙuv tvar zbytku.

Věta 2 Necht’ x0, a jsou dvě č́ısla, x0 6= a. Necht’ funkce f má derivace všech řád̊u
v uzavřeném intervalu, jehož krajńı body jsou x0, a. Potom plat́ı

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + . . . ,

právě když limn→∞Rn+1(x) = 0.

Věta 3 Má-li funkce f derivace v bodě a do řádu n včetně, pak

Rn(x) = o(x− a)n (Pean̊uv tvar zbytku),

kde symbol o znač́ı: f = o(g(x)), x→ a⇔ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

Tvrzeńı Rn(x) = o(x− a)n je tedy ekvivalentńı s lim
x→a

Rn
(x− a)n

= 0.

Např́ıklad můžeme ř́ıct, že 3x5 + x7 = o(x4), x→ 0, jelikož plat́ı

lim
x→0

3x5 + x7

x4
= lim

x→0
3x+ x3 = 0.

Zřejmě lze totéž tvrdit o každém polynomu s mocninami vyšš́ımi než 4 a toto tvrzeńı
lze samozřejmě zobecnit.
Dı́ky tomu můžeme Taylorovu řadu psát ve tvaru

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + o((x− a)n),

jelikož do onoho o((x−a)n) jsou zahrnuty všechny daľśı členy. Tento zápis zjednodušuje
manipulaci s řadami.
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Kontrolńı otázky:

1. V čem se lǐśı Taylor̊uv polynom a Taylorova řada?

2. Lze Taylorovu řadu upravit na Taylor̊uv polynom?

3. Lze Taylor̊uv polynom upravit na Taylorovu řadu?

Odpovědi:

1. Taylor̊uv polynom má jen konečně mnoho člen̊u, řada nekonečně mnoho.

2. Ano, Taylor̊uv polynom je částečným součtem Taylorovy řady.

Laicky řečeno, určete si, kolikátého stupně daný polynom chcete a ostatńı členy
vynechte.

3. Obecně ne. Pokud nev́ıme, že existuj́ı derivace všech řád̊u, nelze řadu sestavit.

Přehled Taylorových řad elementárńıch funkćı

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
∀x ∈ R

sinx =
∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
∀x ∈ R

cosx =
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
∀x ∈ R

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk ∀x ∈ (−1, 1)

kde

(
α

k

)
=
α(α− 1)(α− 2)...(α− k + 1)

k!
, α ∈ R

ln(1 + x) =
∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
∀x ∈ (−1, 1]
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Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1 Z definice určete Taylor̊uv polynom 7. řádu funkce f(x) = cosx v bodě a = 0.
Určete a prozkoumejte Taylorovu řadu.

Řešeńı:

f(x) = cos x, f(0) = cos 0 = 1,

f ′(x) =− sinx, f ′(0) = − sin 0 = 0,

f ′′(x) =− cosx, f ′′(0) = − cos 0 = −1,

f ′′′(x) = sin x, f ′′′(0) = sin 0 = 0,

f (4)(x) = cos x, f (4)(0) = cos 0 = 1,

f (5)(x) =− sinx, f (5)(0) = − sin 0 = 0.

Ted’ už by mělo být jasné, že hodnoty derivaćı se pravidelně opakuj́ı v pořad́ı 1, 0,−1, 0.
(A lze to snadno indukćı dokázat.) Dále tedy neńı třeba poč́ıtat. Dosad́ıme:

T (x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n, x→ a.

T (x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x1 +

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (7)(0)

7!
x7 =

= 1 +
0

1!
x1 +

−1

2!
x2 +

0

3!
x3 +

1

4!
x4 +

0

5!
x5 +

−1

6!
x6 +

0

7!
x7 =

= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ o(x7), x→ 0.

Polynom lze zobecnit na Taylorovu řadu následuj́ıćım zp̊usobem:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+
x8

8!
− x10

10!
+
x12

12!
+ · · · =

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
.

Pro předchoźı rovnost je třeba ověřit, pro která x ∈ R vlastně plat́ı, tedy pro která x ∈ R
řada na pravé straně konverguje. K tomu nám pomůže D’Alembertovo pod́ılové kritérium.

Pro naši řadu plat́ı an =
(−1)nx2n

(2n)!

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(−1)n+1x2(n+1)

(2(n+1))!

(−1)nx2n
(2n)!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(−1)n(−1)1x2nx2(2n)!

(2n+ 2)!(−1)nx2n

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

∣∣∣∣ (−1)x2(2n)!

(2n+ 2)(2n+ 1)(2n)!

∣∣∣∣ == lim
n→∞

∣∣∣∣ x2

(2n+ 2)(2n+ 1)

∣∣∣∣ =

= |x2| · lim
n→∞

1

(2n+ 2)(2n+ 1)
= |x2| · 0 = 0 < 1.
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Při výpočtu jsme užili faktu, že vzhledem k limitě je výraz x2 konstantou, lze ji tedy
”vytknout”před limitu. Pro všechna x ∈ R je limita rovna 0 < 1, tedy podle D’Alembertova
kritéria řada konverguje pro všechna x ∈ R.

Obrázek 1.1: Taylor̊uv polynom funkce cosx.

©

Př́ıklad 2 Určete Taylor̊uv polynom 4. řádu funkce f(x) = 1
x2

na okoĺı bodu a = −1.
Určete a prozkoumejte Taylorovu řadu.

Řešeńı:

f(x) =
1

x2
, f(−1) =

1

(−1)2
= 1,

f ′(x) =
−2

x3
, f ′(−1) =

−2

(−1)3
= 2,

f ′′(x) =
6

x4
, f ′′(−1) =

6

(−1)4
= 6,

f ′′′(x) =
−24

x5
, f ′′′(−1) =

−24

(−1)5
= 24,

f (4)(x) =
120

x6
, f (4) =

120

(−1)6
= 120.

Ted’ už by mělo být vidět, že stupeň jmenovatele roste, znaménka se stř́ıdaj́ı a v čitateli se
objevuje faktoriál. Můžeme zobecnit na:

f (n)(x) =(−1)n
(n+ 1)!

xn+2
, f (n)(−1) = (n+ 1)!.
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Toto zobecněńı bychom ovšem měli ověřit d̊ukazem indukćı. Nejprve ověř́ıme platnost

pro n = 1: f ′(x) = (−1)1
(1 + 1)!

x1+2
=
−2

x3
, což je pravdivé. Předpokládejme tedy plat-

nost pro n ∈ N a ověř́ıme tvrzeńı pro n+1: f (n+1)(x) =
(
f (n)

)′
=
(

(−1)n (n+1)!
xn+2

)′
=

(−1)n(n+ 1)!(−(n+ 2)) 1
xn+3 =

= (−1)n+1(n+2)!
xn+3 .

Indukčńı přechod je splněn a tvrzeńı je tedy platné.

Dosad́ıme do vzorce pro Taylor̊uv polynom:

T (x) = f(−1) +
f ′(−1)

1!
(x+ 1)1 +

f ′′(−1)

2!
(x+ 1)2 + · · ·+

+
f (4)(−1)

4!
(x+ 1)4 + o((x+ 1)4), x→ −1 =

= 1 +
2

1
(x+ 1) +

6

2
(x+ 1)2 +

24

6
(x+ 1)3 +

120

24
(x+ 1)4 =

= 1 + 2(x+ 1) + 3(x+ 1)2 + 4(x+ 1)3 + 5(x+ 1)4 =

= 1 + 2x+ 2 + 3(x2 + 2x+ 1) + 4(x3 + 3x2 + 3x+ 1)+

+ 5(x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 1) =

= 5x4 + x3(4 + 5.4) + x2(3 + 4.3 + 5.6) + x(2 + 3.2 + 4.3 + 5.4)+

+ (1 + 2 + 3 + 4 + 5) =

= 5x4 + 24x3 + 45x2 + 40x+ 15 + o((x+ 1)4), x→ −1.

Při vykreslováńı jednotlivých Taylorových polynomů nestač́ı jen použ́ıt část předpisu
5x4 +24x3 +45x2 +40x+15+o((x+1)4), to by např́ıklad znamenalo T1(x) = 40x+15
(tato př́ımka ani neprocháźı bodem (1, 1)) ale je třeba už́ıt část neupraveného předpisu
1+2(x+1)+3(x+1)2 +4(x+1)3 +5(x+1)5 + · · · , tedy T1(x) = 1+2(x+1) = 2x+3.
To je zp̊usobeno závorkami ve tvaru (x+ 1)k, k ∈ N.
Pokud bychom hledali Taylor̊uv polynom v bodě 0, bude systém ”použijme všechny
členy až do řádu ...” fungovat ve všech tvarech Taylorova polynomu.

Taylor̊uv polynom lze na okoĺı bodu −1 zobecnit na řadu:

f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
(n+ 1)!(x+ 1)n =

∞∑
n=0

(n+ 1)(x+ 1)n.

Ověř́ıme, pro která x ∈ R je řada konvergentńı. Pomoćı D’Alembertova kritéria

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

|(n+ 2)(x+ 1)n+1‖
(n+ 1)(x+ 1)n

= lim
n→∞

n+ 2

n+ 1
.|x+ 1| = |x+ 1|.

Řada je konvergentńı tam, kde plat́ı limn→∞
|an+1|
|an| < 0, tedy pro x ∈ R splňuj́ıćı |x+1| < 1,

tedy x ∈ (−2, 0). Podle téhož kritéria je řada divergentńı pro x ∈ (∞,−2)∪ (0,∞), krajńı
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Obrázek 1.2: Taylor̊uv polynom funkce 1
x2

.

body je třeba ověřit zvlášt’. Pro x = 0 dostáváme řadu
∞∑
n=0

(n + 1)(0 + 1)n =
∞∑
n=0

(n + 1),

která nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence (an → 0) a tedy diverguje.

Pro x = 0 dostáváme řadu
∞∑
n=0

(n+1)(−2+1)n =
∞∑
n=0

(n+1)(−1)n. Ani ta nesplňuje nutnou

podmı́nku konvergence, takže funkci lze rozvinout v řadu jen na intervalu (−2, 0).

Taylorova řada je speciálńım př́ıpadem mocninné řady

∞∑
n=0

an(x − a)n, an ∈ R, pro

kterou lze definovat střed (a), poloměr (%) a interval konvergence (interval (a−%, a+%)).
V předchoźım př́ıkladu je střed konvergence bod a = −1, poloměr konvergence % =
1 a tedy interval konvergence je (−2, 0). Mocninná řada k dané funkci konverguje
uvnitř intervalu konvergence, vně tohoto intervalu vždy diverguje a krajńı body je
třeba vyšetřit zvlášt’.

©

Př́ıklad 3 Určete Taylor̊uv polynom 7. řádu funkce f(x) = ex
2

na okoĺı bodu a = 0.
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Řešeńı: K výpočtu využijeme Taylorovu řadu funkce

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · .

a dosad́ıme vnitřńı funkci x2

ex
2

= 1 + x2 +
(x2)2

2!
+

(x2)3

3!
+

(x2)4

4!
+ · · · =

= 1 + x2 +
x4

2!
+
x6

3!
+
x8

8!
+ · · · .

V tomto rozvoji se vyskytuj́ı pouze členy se sudými mocninami, můžeme si představit, že
obsahuje i členy lichého stupně, které maj́ı koeficient 0. Potom

ex
2

= 1 + x2 +
x4

2!
+
x6

3!
+ 0.x7 + o(x7). = 1 + x2 +

x4

2
+
x6

6
+ o(x7).

Taylor̊uv polynom 7. stupně je tedy

T (x) = 1 + x2 +
x4

2
+
x6

6
.

©

Př́ıklad 4 Určete Taylor̊uv polynom 4. řádu funkce f(x) = cos(sin x) na okoĺı bodu a = 0.

Řešeńı: K řešeńı této úlohy použijeme známé rozvoje na okoĺı bodu 0:

sinx = x− x3

3!
+ o(x4).

Jelikož sin 0 = 0, rozv́ıj́ıme funkci cos také na okoĺı bodu 0.

cosu = 1− u2

2!
+
u4

4!
+ o(u4), (dosad́ıme sinx),

cos (sinx) = 1− (sinx)2

2!
+

(sinx)4

4!
+ o((sinx)4), (dosad́ıme rozvoj sinu),

cos (sinx) = 1−
(x− x3

6
)2

2!
+

(x− x3

6
)4

4!
+ o(x4), kde jsme nav́ıc použili:

o((sinx)4) je zbytek zanedbatelný v̊uči (sinx)4, který můžeme srovnat s funkćı x4

lim
x→0

o((sinx)4)

x4
= lim

x→0

o((sinx)4)

(sinx)4
· (sinx)4

x4
= 0.1 = 0,

o((sinx)4) = o(x4) a symbol o((sinx)4) můžeme nahradit o(x4).

10



Výraz umocńıme (pomoćı binomické věty nebo násobeńım) a uprav́ıme:

cos(sinx) = 1−
x2 − 2xx

3

6
+ x6

36

2!
+
x4 − 4x3 x

3

6
+ 6x2 x

6

36
− 4xx

9

63
+ x12

64

4!
+ o(x4) =

(členy s mocninou vyšš́ı než x4 jsou o(x4), zahrneme je do zbytku)

= 1− x2

2
+
x4

6
+
x4

24
+ o(x4) = 1− x2

2!
+

5x4

24
+ o(x4), x→ 0.

©

Př́ıklad 5 Určete Taylor̊uv polynom 6. řádu funkce f(x) = ex
2+3x na okoĺı bodu 0.

Řešeńı: Při řešeńı můžeme použ́ıt stejný postup jako v př́ıkladu 3, dostaneme výraz

ex
2+3x = 1 + x2 +

(x2 + 3x)2

2!
+

(x2 + 3x)3

3!
+

(x2 + 3x)4

4!
+ · · · .

Druhou možnost́ı je uvědomit si, že lze upravit ex
2+3x = ex

2 · e3x, oba členy rozvinout a
vynásobit. Využijeme již upravný rozvoj ex

2
z př́ıkladu 3.

T (x) =

(
1 + x2 +

x4

2
+
x6

6
+ o(x6)

)
·
(

1 + 3x+
(3x)2

2!
+

(3x)3

3!
+

(3x)4

4!
+

+
(3x)5

5!
+

(3x)6

6!
+ o(x6)

)
=

=

(
1 + x2 +

x4

2
+
x6

6
+ o(x6)

)(
1 + 3x+

9x2

2
+

9x3

2
+

27x4

8
+

81x5

40
+

+
81x6

80
+ +o(x6)

)
=

= 1 + 3x+
9x2

2
+

9x3

2
+

27x4

8
+

81x5

40
+

81x6

80
+

+ x2 + 3x3 +
9x4

2
+

9x5

2
+

27x6

8
+ o(x6)+ (stupeň 7 a výše)

+
x4

2
+

3x5

2
+

9x6

4
+ o(x6)+

+
x6

6
+ o(x6) =

= 1 + 3x+ x2
(

9

2
+ 1

)
+ x3

(
9

2
+ 3

)
+ x4

(
27

8
+

9

2
+

1

2

)
+

+ x5
(

81

40
+

9

2
+

3

2

)
+ x6

(
81

80
+

27

8
+

9

4
+

1

6

)
=
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= 1 + 3x+
11

2
x2 +

15

2
x3 +

67

8
x4 +

321

40
x5 +

1633

240
x6 + o(x6).

©

Taylor̊uv polynom přibližně popisuje funkci na okoĺı nějakého bodu. Limita také
zkoumá chováńı funkce na okoĺı bodu. Pro výpočet limity lze tedy Taylor̊uv polynom
použ́ıt, pokud budeme rozv́ıjet v tomto limitńım bodě.

Př́ıklad 6 Vypočtěte limitu pomoćı Taylorova polynomu

lim
x→0

ex. sinx− x(1 + x)

x3
.

Řešeńı: Ve jmenovateli je polynom třet́ıho stupně, v čitateli tedy také provedeme rozvoj
do 3. stupně.

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ o(x3),

sinx = x− x3

3!
+ o(x3),

ex · sinx =

(
1 + x+

x2

2!
+
x3

3!

)
·
(
x− x3

3!

)
+ o(x3) =

=

(
1 + x+

x2

2
+
x3

6

)
·
(
x− x3

6

)
+ o(x3) =

= x− x3

6
+ x2 − x4

6
+
x3

2
− x5

6
+ o(x3) =

= x+ x2 + x3(−1

6
+

1

2
) + o(x3) =

= x+ x2 +
x3

3
+ o(x3), x→ 0.

Při roznásobováńı je třeba sledovat členy patřičného řádu, nestač́ı přestat násobit ve
chv́ıli, kdy naraźıme na prvńı člen vyšš́ıho stupně. Zde po členu x4 následuje znovu člen
x3. Neńı třeba vše skutečně vynásobit a napsat, stač́ı jen zkontrolovat jakého stupně
budou daľśı členy.

lim
x→0

ex. sinx− x(1 + x)

x3
= lim

x→0

x+ x2 +
x3

3
+ o(x3)− x− x2

x3
=

= lim
x→0

x3

3
+ o(x3)

x3
= lim

x→0

1

3
+ lim

x→0

o(x3)

x3
=

1

3
+ 0 =

1

3
,

(užili jsme definici symbolu o).
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Zde je vidět, proč stač́ı už́ıt rozvoj do třet́ıho stupně. Pokud bychom rozv́ıjeli např́ıklad
do 5. stupně, v čitateli by z̊ustaly mocniny x a v limitě by se vynulovaly. Také plat́ı

lim
x→0

o(x5)

x3
= lim

x→0

x2 · o(x5)
x5

= 0 · lim
x→0

o(x5)

x5
= 0.

©

Př́ıklad 7 Vypočtě limitu pomoćı Taylorova polynomu

lim
x→0

sinx+ ln(1 + x)

2x3
.

Řešeńı: Jmenovatel je opět třet́ıho stupně, čitatel rozv́ıj́ıme do téhož stupně.

Rozvoj funkce ln(1 + x) na okoĺı bodu 0 je uveden v tabulce na straně 5.

sinx = x− x3

3!
+ o(x3),

ln(1 + x) = x− x2

2!
+
x3

3!
+ o(x3),

lim
x→0

sinx+ ln(1 + x)

2x3
= lim

x→0

x− x3

3!
+ x− x2

2!
+ x3

3!
+ o(x3)

2x3
=

= lim
x→0

2x− x2

2
+ o(x3)

2x3
= lim

x→0

x(4− x)

4x3
+

1

2
lim
x→0

o(x3)

x3
=

= lim
x→0

4− x
x2

+
1

2
· 0 =

4− 0

0+
=∞.

©

Př́ıklad 8 Určete přiblǐzně hodnotu ln(1, 2) s chybou menš́ı než 10−4.

Řešeńı: Použijeme Taylor̊uv rozvoj funkce ln(x + 1) na okoĺı bodu 0. Nev́ıme přesně do
jakého řádu, zvoĺıme si např́ıklad n = 7 a př́ıpadně přidáme nebo ubereme.

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6
+
x7

7
+ o(x7),

ln(1, 2)
.
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6
+
x7

7

∣∣∣∣
x=0,2

=

= 0, 2− 0, 04

2
+

0, 008

3
− 0, 0016

4
+

0, 00032

5︸ ︷︷ ︸
>10−4

− 0, 000064

6︸ ︷︷ ︸
>10−4

+
0, 0000128

7︸ ︷︷ ︸
<10−4

=
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Posledńı člen už nepoužijeme, tento a všechny daľśı už změńı hodnotu jen velmi málo,
určitě o méně než 105.

=
0, 2 · 120− 0, 04 · 60 + 0, 008 · 40− 0, 0016 · 30 + 0, 00032 · 24− 0, 000064 · 20

120
=

= 0, 18232.

Při sč́ıtáńı jednotlivých člen̊u nepouž́ıvejte desetinná č́ısla, byli byste nuceni zao-
krouhlovat a to by ovlivnilo výsledek. Zlomky a společný jmenovatel zajist́ı, že žádná
daľśı chyba kromě námi zvolené nevznikne. To samozřejmě předpokládá nechybuj́ıćıho
počtáře, jemuž se po propoč́ıtáńı této sb́ırky budete limitně bĺıžit.

Počet desetinných mı́st výsledné hodnoty nemuśı být stejný jako řád chyby a nemuśı
to ani znamenat, že do tohoto řádu budou mı́t odhad a skutečná hodnota stejné cifry.
Vı́me, že námi spoč́ıtaná hodnota se od té skutečné bude lǐsit o méně než 0, 0001,
můžeme tedy odhadnout, že skutečná hodnota lež́ı v intervalu (0, 18222; 0, 18242). Po-
kud bychom chtěli být přesněǰśı, v́ıme, že následuj́ıćı člen bude se znaménkem +, tud́ıž
skutečná hodnota lež́ı v intervalu (0, 18232; 0, 18242). (Daľśı hodnoty, které budeme
odč́ıtat budou výrazně menš́ı, takže pod 0, 18232 už nelze klesnout.)

Neřešené př́ıklady

1. Z definice určete Taylor̊uv polynom 4. řádu funkce f(x) = tg(x2) v bodě 0.

2. Určete Taylor̊uv polynom 6. řádu funkce f(x) = cos2 x v bod2 0.

3. Pomoćı Taylorova polynomu určete limitu funkce

(a) lim
x→0

ex − e−x − 2

x2
,

(b) lim
x→0

1

x
− 1

x2
· ln(1 + x) (Nápověda: převed’te na jeden zlomek.)

4. Určete přibližně hodnotu
√

4
5

s chybou menš́ı než 10−3.

Řešeńı

1. T (x) = x2,

2. T (x) = 1− x2 + x4

3
− 2x6

45
,

3. (a) 1, (b) 1
2
,
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2 Metrické prostory

2.1 Definice a otevřená koule

Jak název napov́ıdá, v metrických prostorech je možné nějakým zp̊usobem měřit
vzdálenost mezi jednotlivými prvky. Toto měřeńı ovšem chceme zobecnit, takže tato
vzdálenost nemuśı být pouze v jednotkách délky. Pokud vezmeme nějakou množinu
lid́ı, řekněme obyvatel Hradce Králové, pro každé dva můžeme určit např́ıklad jejich
geografickou vzdálenost v nějakém okamžiku, ale třeba také délku řetězce lid́ı, kteř́ı se
vzájemně znaj́ı a t́ım je spojuj́ı.
Při tomto zobecněńı bychom ovšem rádi zachovali některé vlastnosti vzdálenosti.
Např́ıklad, aby nebyla nikdy záporná, nulová tehdy a jen tehdy, je-li ćıl stejný jako
počátek a cesta tam i zpět byla stejně dlouhá. Pokud k těmto požadavk̊um přidáme
ještě trojúhelńıkovou nerovnost, dostaneme definici metrického prostoru.

Základńı pojmy

Definice 3 Necht’ je dána libovolná množina P a konečná reálná funkce ρ s definičńım
oborem P × P (tzn. ke každému x ∈ P a y ∈ P je definováno reálné č́ıslo %(x, y)), která
má tyto vlastnosti:

(i) ∀x ∈ P : %(x, x) = 0,

(ii) ∀x, y ∈ P : x 6= y ⇒ %(x, y) > 0 (pozitivita),

(iii) ∀x, y ∈ P : %(x, y) = ρ(y, x) (symetrie),

(iv) ∀x, y, z ∈ P : %(x, z) ≤ %(x, y) + %(y, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Potom se funkce % nazývá metrika v množině P a množina P spolu s funkćı % se nazývá
metrický prostor, označuje se (P, %). Prvky metrického prostoru se nazývaj́ı body. Pro
dva body x, y ∈ P se č́ıslo %(x, y) nazývá vzdálenost bod̊u x a y.

Body (i), (ii) v definici 3 mohou být nahrazeny ekvivalentńımi:

(1) ∀x ∈ P : %(x, x) ≥ 0,

(2) ∀x, y ∈ P : %(x, y) = 0⇔ x = y.
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V následuj́ıćıch prostorech bychom správně předt́ım, než dvojici (P, %) prohláśıme za
metrický prostor, měli dokázat, že % je skutečně metrika a teprve pak sestavit definici.
Nı́že zmı́něná zobrazeńı však skutečně tvoř́ı metriku na Rn a proto je zapisujeme do
definic.

Definice 4 Necht’ P = Rn a

%(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2,

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). Pak se metrika % nazývá euklidovská metrika
v množině Rn a prostor (Rn, %) se nazývá n-rozměrný euklidovský prostor, označuje
se En.

Euklidovská metrika je zp̊usob, jakým jsme zvykĺı měřit (nejkratš́ı) vzdálenosti mezi
body v reálném světě, pokud užijeme kolmý souřadnicový systém.
Pro n = 1 se jedná o měřeńı vzdálenosti bod̊u na reálné ose a předpis metriky je

%(x, y) =
√

(x− y) = |x− y|, pro body x, y ∈ R
Pro n = 2 měř́ıme vzdálenost bod̊u v rovině a pro x = (x1, x2), y = (y1, y2) plat́ı
%(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2). Z obrázku 2.1 je vidět, že metrika se spoč́ıtá jako

délka přepony v pravoúhlém trojúhelńıku pomoćı Pythagorovy věty.

Obrázek 2.1: Euklidovská metrika v R2.

Definice 5 Necht’ P = Rn a

%1(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|,

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). Pak (Rn, %1) je metrický prostor. Tato metrika se
nazývá taximetrika.

Taximetrika sč́ıtá vzdálenosti v jednotlivých souřadnićıch. Jelikož t́ım připomı́ná cestu
v obdélńıkové śıti, jakou tvoř́ı streets a avenues na Manhattanu, ř́ıká se j́ı často také
newyorská nebo manhattanská metrika.
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Obrázek 2.2: Taximetrika v R2.

Definice 6 Necht’ P = Rn a

σ(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|,

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). Pak (Rn, σ) je metrický prostor. Nazývá se ma-
ximetrika.

Maximetrika zkoumá vzdálenosti v jednotlivých souřadnićıch a vybere si tu největš́ı.

Obrázek 2.3: Maximetrika v R2.

Definice 7 Pro každé x, y ∈ P polož́ıme

%(x, y) =

{
1, x 6= y,
0, x = y.

Potom (P, %) je metrický prostor. Tato metrika se nazývá diskrétńı metrika.

Diskrétńı metrika rozlǐsuje jen dvě možnosti: ”tady”a ”jinde”. Př́ıklady otevřených
kouĺı v této metrice najdete v př́ıkladu 12.

Definice 8 Necht’ (P, %) je metrický prostor, necht’ a ∈ P a necht’ ε > 0. Množina všech bod̊u
x ∈ P , pro které plat́ı %(x, a) < ε, se nazývá otevřená koule se středem v bodě a a poloměrem
ε, označuje se B(a, ε), Bε(a) tj.

B(a, ε) = Bε(a) = {x ∈ P | %(x, a) < ε}.

Otevřená koule se středem a a poloměrem ε se také nazývá ε-okoĺı bodu a. Množina B(a, ε)\{a}
se nazývá prstencové (redukované) ε-okoĺı bodu a, označ́ıme ho P (a, ε), Pε(a).
Okoĺım O(a) bodu a se nazývá každá množina, jej́ı̌z podmnožinou je nějaké sférické ε-okoĺı
bodu a. Prstencovým (redukovaným) okoĺım bodu a se nazývá každá množina O(a) \ {a},
kde O(a) je libovolné okoĺı bodu a.
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Otevřenou kouli si lze představit jako oblast, kam lze dojet na posledńı litr paliva. Pro
euklidovský prostor E3 se skutečně jedná o trojrozměrnou kouli.
Je třeba mı́t na paměti, že tvar koule záviśı na metrice, takže na téže množině s r̊uznými
metrikami bude otevřená koule vypadat jinak. Př́ıklady koule vzhledem r̊uzným met-
rikám najdete v př́ıkladu 13.

Kontrolńı otázky

1. Plat́ı trojúhelńıková rovnost i v př́ıpadě, že ”přeháźıme”body x, y, z?

2. Je prostor budovy univerzity metrickým prostorem?

3. Jaký je předpis euklidovské, taxi a maximetriky v R?

Odpovědi:

1. Ano, nerovnost plat́ı pro libovolnou trojici z metrického prostoru, tedy i pro tu přeházenou.

2. Samotný prostor budovy metrickým prostorem nemůže být, dokud v něm nedefinujeme
metriku.

3. Ve všech třech př́ıpadech plat́ı %(x, y) = |x− y|, tyto metriky v R splývaj́ı.

Řešené př́ıklady

V prostoru R2 budeme souřadnice bod̊u značit (x, y) namı́sto (x1, x2).

Př́ıklad 9 Rozhodněte, jak vypadá otevřená koule B4(−2) v R s euklidovskou metrikou.

Řešeńı: Koule B4(−2) je množina {x ∈ R | %(x,−2) < 4}. Můžeme poč́ıtat

%(x,−2) =
√

(x− 2)2 = |x− 2|

a řeš́ıme tedy nerovnici |x − 2| < 4. Bud’ situaci rozděĺıme na dva př́ıpady nebo, což je
jednodušš́ı, využijeme geometrický význam absolutńı hodnoty a hledáme všechna reálná
č́ısla, jejichž vzdálenost od 2 je menš́ı než 4. Źıskáme interval (2, 6).

©

Př́ıklad 10 Rozhodněte, jak vypadá otevřená koule B(−2)(4) v Rs euklidovskou metrikou.

Řešeńı: Koule B(−2)(4) neexistuje v žádném prostoru, jelikož by měla mı́t poloměr r = −2,
což nelze, poloměr muśı být kladné č́ıslo.

©
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Př́ıklad 11 Rozhodněte, jak vypadá otevřená koule B6(4) v N s euklidovskou metrikou.

Řešeńı: Koule B6(4) je množina {x ∈ N | %(x, 4) < 6}. Vı́me, že body, které v této kouli
lež́ı muśı splňovat |x − 4| < 6. Tomu přesně odpov́ıdá interval (−2, 10). Nesmı́me však
zapomenout na prostor, ve kterém kouli hledáme. Nejsme na množině R, ale N. Řešeńım
je tedy množina (−2, 10) ∩ N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

©

Př́ıklad 12 V prostoru (N, %) s diskrétńı metrikou určete otevřené koule B 1
2
(5), B1(5),

B7(5).

Řešeńı: Otevřená koule B 1
2
(5) je množina {x ∈ N | %(x, 5) < 1

2
}. Vzhledem k tomu, že

vzdálenost v diskrétńı metrice může být jen 0 nebo 1. Do této otevřené koule patř́ı jen
body, jejichž vzdálenost od bodu 5 je přesně rovna nule. Podle definice diskrétńı metriky
je tedy B 1

2
(5) = {5}.

Otevřená koule B1(5) je množina {x ∈ N | %(x, 5) < 1}, což stejně jako v předchoźı části
splňuj́ı pouze body, jejichž vzdálenost od bodu 5 je nula, tedy B1(5) = {5}.
Otevřená koule B7(5) je množina {x ∈ N | %(x, 5) < 7}, což znamená, že do této množiny
patř́ı všechny body, jejichž vzdálenost od bodu 5 je nula i jedna. Jinou možnost nemáme.
Otevřenou kouĺı je tedy celý prostor, v tomto př́ıpadě B7(5) = N.

Všimněte si, že v posledńım př́ıpadě stač́ı poloměr s jakýmkoli č́ıslem větš́ım než 1 a
kouĺı bude vždy celý prostor.

©

Př́ıklad 13 Rozhodněte, jak vypadá otevřená koule B2 ((3, 4)) na množině R2 s euklidovskou,
maximovou a taximetrikou.

Řešeńı: Nezávisle na metrice plat́ı, že

B2 ((3, 4)) = {(x, y) ∈ R2 | % ((x, y), (3, 4)) < 2}.

V euklidovské metrice:

% ((x, y), (3, 4)) < 2,√
(x− 3)2 + (y − 4)2 < 2, (umocńıme, obě strany jsou kladné)

(x− 3)2 + (y − 4)2 < 4. Toto je předpis kruhu.

V maximové metrice:

% ((x, y), (3, 4)) < 2,

max{|x− 3|, |y − 4|} < 2, (nerovnost muśı platit pro obě abs. hodnoty)

|x− 3| < 2 ∧ |y − 4| < 2 (geometrický význam absolutńı hodnoty)

x ∈ (1, 5) ∧ y ∈ (2, 6). Toto je čtverec.
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V taximetrice:

% ((x, y), (3, 4)) < 2,

|x− 3|+ |y − 4| < 2, je třeba rozdělit na intervaly podle bod̊u x = 3, y = 4.

x < 3, y < 4 : x ≥ 3, y < 4 :

−(x− 3)− (y − 4) < 2, (x− 3)− (y − 4) < 2,

−x− y < −5. x− y < 1.

x ≥ 3, y ≥ 4 : x < 3, y ≥ 4 :

(x− 3) + (y − 4) < 2, −(x− 3) + (y − 4) < 2,

x+ y < 9. −x+ y < 3.

Podmı́nky x = 3, y = 4 rozděĺı rovinu do čtyř část́ı, v každé z nich pak plat́ı nerovnost.
Výsledkem jsou čtyři trojúhelńıky, které po sjednoceńı daj́ı čtverec. Najdete ho na
obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Otevřená koule v taximetrice.

Pokud všechny koule zakresĺıme najednou, źıskáme obrázek 2.5, kde uvnitř je koule v
taximetrice, prostředńı je koule vzhledem k euklidovské metrice a vněǰśı je v maxime-
trice.
Koule vzhledem k těmto metrikám budou vždy tohoto tvaru a tohoto uspořádáńı,
nezávisle na středu a poloměru koule.

©
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Obrázek 2.5: Otevřená koule v r̊uzných metrikách.

Př́ıklad 14 Rozhodněte, zda je dvojice (P, %) metrickým prostorem, jestlǐze P = R2 rozdělené
př́ımkou h na dvě části a % je metrika hraničńıho přechodu definovaná takto:

• Bod H je hraničńı přechod, plat́ı H ∈ h.

• Pokud se dva body nacháźı na stejném územı́, jejich vzdálenost je určena euklidovskou
metrikou %e.

• Pokud se body A, B nacháźı na r̊uzných územı́ch muśıme přes hraničńı přechod.
Definujeme %(A,B) = %e(A,H) + %e(H,B).

Dále vyšetřete tvar otevřené koule v tomto metrickém prostoru.

Řešeńı: Ověř́ıme, že se jedná o metrický prostor:

(i) ∀A ∈ R2 plat́ı, že A je ve stejném územı́ jako A, tedy podle euklidovské metriky
%(A,A) = 0.

(ii) Zvolme A, B ∈ R2 libovolně. Pokud lež́ı na stejném územı́, pak %(A,B) > 0 podle eu-
klidovské metriky. Pokud lež́ı v r̊uzných územı́ch, plat́ı %(A,B) = %e(A,H)+%e(H,B).
Jelikož A 6= B, alespoň jedna z euklidovských metrik je nenulová, tedy kladná, odtud
%(A,B) > 0.

(iii) Symetrie plyne z definice pomoćı euklidovské metriky.

(iv) Zvolme A,B,C ∈ R2. Mohou nastat následuj́ıćı možnosti:

• A, B, C lež́ı ve stejné polorovině: Nerovnost plyne z euklidovské metriky.

• A, B lež́ı ve stejné polorovině, C nikoliv:

%(A,C) = %e(A,H) + %e(H,C) ≤ (podle euklid. metriky)

≤ %e(A,B) + %e(B,H) + %e(H,C) =

(vzdálenost přes hranici) = %(A,B) + %(B,C).
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• B, C lež́ı ve stejné polorovině, A nikoliv: dokáže se stejně jako předchoźı př́ıpad.

• A, C lež́ı ve stejné polorovině, B nikoliv:

%(A,C) = %e(A,C) (podle euklid. metriky)

≤ %e(A,H) + %e(H,C) ≤ (zvětš́ıme o 2%e(H,B))

≤ %e(A,H) + %e(H,B) + %e(B,H) + %e(H,C) =

(přes hranici) = %(A,B) + %(B,C).

Okoĺı bodu je v každém z územı́ stejné, jako v euklidovské metrice, Pokud se okoĺı potká
s př́ımkou h, nepřekroč́ı ji. Jednu takovou otevřenou kouli Br1(C) najdete na obrázku 2.6.
Poloměr r2 = r1 − %(C,H).

Obrázek 2.6: Otevřená koule v metrickém prostoru hraničńıho přechodu.

©

Př́ıklad 15 Rozhodněte, zda je dvojice (P, %) metrickým prostorem, jestlǐze P = (0,∞),

%(x, y) =
∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣. Určete otevřenou kouli B 1
2
(1).

Řešeńı:

(i) Zvolme libovolně x ∈ (0,∞). Pak %(x, y) =
∣∣ 1
x
− 1

x

∣∣ = |0| = 0.

(ii) Zvolme x, y ∈ (0,∞) libovolná, r̊uzná. Plat́ı %(x, y) =
∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣ ≥ 0 z vlastnost́ı abso-

lutńı hodnoty.
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(iii) Zvolme x, y ∈ (0,∞) libovolná, r̊uzná.

%(x, y) =

∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1.

(
1

y
− 1

x

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1y − 1

x

∣∣∣∣ = %(y, x).

(iv) Pro libovolná x, y, z ∈ (0,∞) plat́ı

%(x, z) =

∣∣∣∣1x − 1

z

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1x − 1

y
+

1

y
− 1

z

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣1y − 1

z

∣∣∣∣ = %(x, y) + %(y, z),

kde jsme užili trojúhelńıkovou nerovnost pro reálná č́ısla.

T́ımto jsme ověřili, že uspořádaná dvojice (P, %) tvoř́ı metrický prostor. Pojd’me tento
metrický prostor prozkoumat hlouběji a pod́ıvejme se na některé vzdálenosti.

%(1, 2) =

∣∣∣∣11 − 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣12
∣∣∣∣ =

1

2
,

%(4, 3) =

∣∣∣∣14 − 1

3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3− 4

12

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− 1

12

∣∣∣∣ =
1

12
.

Znázorněńı př́ıslušných vzdálenost́ı najdete v obrázku 2.7. Nezapomeňte, že množinou, na
které definujeme metriku, je pouze interval (0,∞), který zde znázorňuje vodorovná osa.
Vše ostatńı je pouze pomocná konstrukce. (Pro snazš́ı porozumněńı si lze představit, že
jsme k našemu prostoru přibĺıžili nekonečné konvexńı hyperbolické zrcadlo a vzdálenosti
měř́ıme v obrazu tohoto zrcadla.)

Obrázek 2.7: Vzdálenost v metrice %.

Určete otevřenou kouli B 1
2
(1).

Plat́ı B 1
2
(1) =

{
x ∈ (0,∞) | %(x, 1) < 1

2

}
=
{
x ∈ (0,∞) |

∣∣ 1
x
− 1

1

∣∣ < 1
2

}
.

Jelikož x ∈ (0,∞), lze v nerovnićıch násobit neznámou. Mohou nastat následuj́ıćı možnosti:
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(
1

x
− 1

)
≥ 0,

(
1

x
− 1

)
< 0,

1

x
≥ 1,

1

x
< 1,

1 ≥ x. 1 < x.

Plat́ı:

1

x
− 1 <

1

2
, −

(
1

x
− 1

)
<

1

2
,

1

x
<

3

2
,

1

x
− 1 > −1

2
,

2

3
< x,

1

x
>

1

2
,

2 > x,

x ∈ (
2

3
, 1〉. x ∈ (1, 2).

Sjednoceńım obou interval̊u źıskáme B 1
2
(1) =

(
2
3
, 2
〉
.

Obrázek 2.8: Okoĺı bodu v metrice %.

Všimněte si, že okoĺı boduB 1
2
(1) neńı v eukleidovské metrice (ve které jsme zvykĺı přemýšlet)

symetrickým intervalem se středem v bodě 1. Okoĺı bodu a tud́ıž i pojmy otevřené a
uzavřené množiny vždy záviśı nejen na množině, ale také na metrice na ńı definované.
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Pro metriku má smysl se ptát, jestli je tzv. invariantńı v̊uči posunut́ı, jestli se posunut́ım
obou bod̊u stejným směrem nezměńı jejich vzdálenost, tedy %(x, y) = %(x+v, y+v), v ∈
P .
Metrika v tomto př́ıkladu neńı invariantńı v̊uči posunut́ı.

©

Neřešené př́ıklady

1. Určete otevřenou kouli B1(−2, 4) na množině R2 s euklidovskou, maximovou a taxi-
metrikou.

2. V metrickém prostoru z př́ıkladu 15: P = (0,∞), ρ(x, y) =
∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣ určete otevřenou

kouli B1(1).

3. V prostoru (R, %) s diskrétńı metrikou určete otevřené koule B 1
3
(2), B1(2), B7(2).

Řešeńı:

1. Koule maj́ı stejný tvar jako v obrázku 2.5, jen jsou posunuté do středu (−2, 4) a maj́ı
poloměr 1.

2. B1(1) = (1
2
,∞),

3. B 1
3
(2) = {2}. B1(2) = {2}, B7(2) = R.

2.2 Otevřené a uzavřené množiny

Základńı pojmy

Definice 9 Necht’ M je libovolná podmnožina v metrickém prostoru (P, %).

• Bod x ∈ P se nazývá vnitřńı bod množiny M , právě když existuje takové okoĺı
O(x) bodu x, které celé nálež́ı množině M , tj. plat́ı O(x) ⊆M .

• Bod x ∈ P se nazývá vněǰśı bod množiny M , právě když existuje takové okoĺı O(x)
bodu x, které neobsahuje žádný bod množiny M , tj. plat́ı O(x) ∩M = ∅.

• Bod x ∈ P se nazývá hraničńı bod množiny M , právě když v každém okoĺı O(x)
bodu x lež́ı body, které patř́ı množině M , i body, které nepatř́ı množině M .

Definice 10 Necht’ M je libovolná podmnožina v metrickém prostoru (P, %). Množina M
se nazývá ohraničená (omezená) množina v P , právě když existuje takový bod x ∈ P ,
že plat́ı M ⊆ O(x).
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Obrázek 2.9: Typy bod̊u v metrickém prostoru.

Definice 11 Necht’ M je libovolná podmnožina v metrickém prostoru (P, %).

• Bod x ∈ P se nazývá hromadný bod množiny M , právě když každé okoĺı O(x)
bodu x obsahuje alespoň jeden bod množiny M r̊uzný od bodu x (tj. každé prstencové
okoĺı P (x) bodu x obsahuje alespoň jeden bod množiny M).

• Bod x ∈ M se nazývá izolovaný bod množiny M , právě když neńı jej́ım hro-
madným bodem.

Definice 12 Necht’ M je libovolná podmnožina v metrickém prostoru (P, %).

• Množina všech hraničńıch bod̊u množiny M se nazývá hranice množiny M , označ́ıme
ji h(M).

• Množina M se nazývá otevřená množina, právě když každý jej́ı bod je jej́ım vnitřńım
bodem.

• Množina M se nazývá uzavřená množina, právě když obsahuje všechny své hraničńı
body, tj. plat́ı h(M) ⊆M .

• Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny M se nazývá vnitřek množiny M , označuje
se M◦.

• Množina M ∪ h(M) se nazývá uzávěr množiny M , označuje se M .

• Množina všech hromadných bod̊u množiny M se nazývá derivace množiny M ,
označuje se M ′.

Ukazovat otevřenost či uzavřenost množiny z definice může být někdy obt́ıžné, často
se hod́ı už́ıt některého z následuj́ıćıch tvrzeńı:

Věta 4 Necht’ M je libovolná podmnožina v prostoru (P, %). Plat́ı

(i) M = M◦ ∪ h(M),
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(ii) M◦ ∩ h(M) = ∅,

(iii) M = M ∪M ′ .

Věta 5 (Vlastnosti uzavřených množin) Necht’ M je libovolná podmnožina v prostoru
(P, %). Plat́ı

(i) Hranice a uzávěr každé množiny M je uzavřená množina.

(ii) M ⊆M, h(M) ⊆M .

(iii) Množina M je uzavřená, právě když M = M .

(iv) Množina M je uzavřená, právě když h(M) ⊆M .

(v) Množina M je uzavřená, právě když obsahuje všechny své hromadné body nebo nemá
žádné hromadné body.

(vi) Množina M je uzavřená, právě když jej́ı doplněk P \M je otevřenou množinou.

(vii) Každý bod uzávěru množiny M je bud’ jej́ım hromadným bodem nebo izolovaným
bodem.

(viii) Pr̊unik dvou uzavřených množin je opět uzavřenou množinou.

Věta 6 (Vlastnosti otevřených množin) Necht’ M je libovolná podmnožina v prostoru (P, %).
Plat́ı

(i) Vnitřek každé množiny M je otevřená množina.

(ii) M◦ ⊆M

(iii) Množina M je otevřená, právě když M = M◦.

(iv) Množina M je otevřená, právě když jej́ı doplněk P \M je uzavřenou množinou.

(v) Otevřená množina neobsahuje žádný sv̊uj hraničńı bod.

(vi) Sjednoceńı dvou otevřených množin je opět otevřenou množinou.

Definice 13 Necht’ M je libovolná podmnožina v metrickém prostoru (P, %).

• Množina M se nazývá kompaktńı množina, právě když je uzavřená a ohraničená.

• Otevřená množina M se nazývá oblast, právě když každé dva jej́ı body lze spojit
lomenou čárou, která celá nálež́ı množině M .

• Množina M se nazývá uzavřená oblast, právě když je uzávěrem nějaké oblasti.
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Kontrolńı otázky

1. Je otevřená koule otevřenou množinou?

2. Jestliže je bod vnitřńım bodem množiny, nálež́ı této množině?

3. Jestliže je bod vněǰśım bodem množiny, nálež́ı této množině?

4. Jestliže je bod hraničńım bodem množiny, nálež́ı této množině?

5. Jestliže je bod hromadným bodem množiny, nálež́ı této množině?

6. Jestliže je bod izolovaným bodem množiny, nálež́ı této množině?

7. Může být množina zároveň otevřená i uzavřená?

8. Existuje množina, která neńı otevřená a současně neńı uzavřená?

Odpovědi:

1. Ano, je, každý bod otevřené koule je jej́ım vnitřńım bodem, nebot’ existuje okoĺı
tohoto bodu, které celé, tj. i se zkoumaným bodem, nálež́ı otevřené kouli.

2. Ano, plat́ı x ∈ O(x) ⊆M .

3. Ne. Okoĺı bodu a množina nemaj́ı žádný společný bod.

4. Nelze rozhodnot.

5. Nelze rozhodnout.

6. Ano, z definice.

7. Ano, může, takovým množinám se ř́ıká obojetné. Př́ıkladem je třeba prázdná množina
v libovolném metrickém prostoru.

8. Ano, existuje. Např́ıklad interval (−5, 12〉 v euklidovském prostoru E1 (reálná osa s
”obvyklým”měřeńım vzdálenost́ı).

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 16 Rozhodněte, zda jsou množiny otevřené/uzavřené v R, určete jejich vnitřek a
uzávěr. Prostor je opatřen euklidovskou metrikou.

a) A = (−5, 1
3
) ∪ (4,∞),

b) B = (−∞, π〉,

c) C = N.
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Řešeńı:

a) Množina A je otevřená, jelikož s každým bodem obsahuje i nějaké jeho okoĺı. Krajńı
body do A nepatř́ı, takže se k nim jen můžeme přibĺıžit. Ale i když si zvoĺıme bod velmi
bĺızko, např́ıklad 4, 001, můžeme kolem tohoto bodu naj́ıt otevřenou kouli (4, 0005; 4, 0015),
která do množiny spadá.
Hranice množiny je množina obsahuj́ıćı tři body {−5, 1

3
, 4}, která do A nepatř́ı a A tedy

neńı uzavřená.
Otevřená množina je sama sobě vnitřkem, tedy A◦ = A = (−5, 1

3
) ∪ (4,∞).

Uzávěr množiny źıskáme jako A = A ∪ h(A) = 〈−5, 1
3
〉 ∪ 〈4,∞).

b) V bodě π bude každá otevřená koule přesahovat množinu B, takže B neńı otevřená.
Zleva neńı množina nijak omezená, hranićı je jediný bod h(B) = {π}, který je v B
obsažen, množina B je tedy uzavřená.
Uzavřená množina je sama sobě uzávěrem, tedy B = (−∞, π〉.
Vnitřek množiny źıskáme odstraněńım hranice:

B◦ = B \ h(B) = (−∞, π〉 \ {π} = (−∞, π).

c) Okoĺı každého z bod̊u přesáhne mimo množinu C, množina tedy neńı otevřená.
U této množiny je obt́ıžněǰśı představit si jej́ı hranici, můžeme tedy uzavřenost množiny
ukázat jako otevřenost jej́ıho doplňku. C ′ = (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, 2) ∪ . . . , což je sjed-
noceńı otevřených množin, tedy opět množina otevřená. Jej́ı doplněk, p̊uvodńı množina
C je pak uzavřená.
Množina je sama sobě uzávěrem.
Pro každý bod z množiny C každé okoĺı přesáhne mimo množinu, žádný bod tedy neńı
vnitřńım a C◦ = ∅.
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Př́ıklad 17 Rozhodněte, zda jsou množiny otevřené/uzavřené v R2, určete jejich vnitřek
a uzávěr. Prostor je opatřen euklidovskou metrikou.

a) A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2y2 ≤ 1},

b) B = {(x, y) ∈ R2 | x > 1,−1 ≤ y ≤ 1},

c) C = {(x, y) ∈ R2 | 5x− 2y + 3 > 0},

d) D = {(x, y) ∈ R2 | −y2 − 1 ≤ x ≤ y2 + 2},

e) E = {(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 2, y = 2},

f) F = {(x, y) ∈ R2 | −1 < x < 2, y = 2}.
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Řešeńı:

a) Množinou A je elipsa a jej́ı vnitřek, hranici tvoř́ı samotná elipsa. Jsou to přesně body,
jeichž každé okoĺı zasahuje i do množiny A i do jej́ıho doplňku. Hranice je obsažena v
množině a A je uzavřená.
Množina A obsahuje své hraničńı body, nemůže tedy být otevřená. (Okoĺı bodu nepadne
celé do A.)
Z uzavřenosti množiny plyne A = A.
Vnitřek źıskáme po odečteńı hranice

A◦ = A \ h(A) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2y2 < 1}.

b) Otevřenost: Bod (2, 1) je hraničńım bodem
přitom je v množině obsažen. B neńı otevřenou
množinou.
Část př́ımky x = 1 tvoř́ı hranici B, ale nepatř́ı do
ńı. Množina B pak neobsahuje celou svou hranici
a neńı uzavřená.
Uzávěr źıskáme přidáńım hranice,

B = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 1,−1 ≤ y ≤ 1}.

Vnitřek źıskáme odstraněńım hranice,

B◦ = {(x, y) ∈ R2 | x > 1,−1 < y < 1}.

c) Množina C je polorovina ohraničená př́ımkou 5x− 2y+ 3 = 0, ale svou hranici neobsa-
huje. Zřejmě je otevřenou množinou a neńı množinou uzavřenou.
Otevřená množina je sama sobě vnitřkem, uzávěr źıskáme přidáńım hranice.

C = {(x, y) ∈ R2 | 5x− 2y + 3 ≥ 0}.

d) Množina D je sevřená mezi dvě paraboly. Obsa-
huje celou svoji hranici, tud́ıž je uzavřená a neńı
otevřená.
Uzávěrem množiny je př́ımo množina D.
Vnitřek źıskáme odstraněńım hranice,

D◦ = {(x, y) ∈ R2 | −y2 − 1 < x < y2 + 2}.

e) Množina E je úsečkou. Je d̊uležité uvědomit si, že v prostoru R2.
V každém bodě množiny E okoĺı bodu přesáhne množinu, takže neńı otevřená.
Uzavřenost množiny urč́ıme pomoćı jej́ıho doplňku. Doplňkem je prostor, ze kterého
vylouč́ıme tuto úsečku. Můžeme ho zapsat takto:

E ′ = {(x, y) ∈ R2 | −1 < x < 2, y < 2 ∨ y > 2}.
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Je zřejmé, že tato množina je otevřená, z toho plyne uzavřenost p̊uvodńı množiny E.
Uzavřená množina je sama sobě uzávěrem. Nemá žádný vnitřńı bod, E◦ = ∅.

f) Množina F se od množiny E lǐśı pouze t́ım, že je to úsečka bez svých krajńıch bod̊u.
Užit́ım téhož argumentu jako předt́ım ukážeme, že množina neńı otevřená a vnitřek je
prázdnou množinou.
Uzavřenost množiny opět prozkoumáme pomoćı doplňku:

F ′ = {(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 2, y < 2 ∨ y > 2}.

F ′ obsahuje pouze část své hranice, takže neńı ani otevřenou ani uzavřenou množinou.
Původńı množina F pak neńı ani uzavřenou ani otevřenou množinou.
hranićı množiny F je množina E.
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Neřešené př́ıklady

1. Rozhodněte, zda jsou množiny otevřené/uzavřené v R, určete jejich vnitřek a uzávěr.
Prostor je opatřen euklidovskou metrikou.

(a) A = {x ∈ R | −2 ≤ x ≤ 0 ∧ 2
3
≤ x ≤ 5},

(b) B = {n ∈ N |
√
n > 5}.

2. Rozhodněte, zda jsou množiny otevřené/uzavřené v R2, určete jejich vnitřek a uzávěr.
Prostor je opatřen euklidovskou metrikou.

(a) A = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ x2 − 2x− 1, y < −2x(2)− 5x− 2},

(b) B = {(x, y) ∈ R2 | y > −x3 + x− 1}.

Řešeńı

1. (a) A = 〈−2, 0〉 ∪ 〈2
3
, 5〉, uzavřená, neńı otevřená, A◦ = (−2, 0) ∪ (2

3
, 5), A = A.

(b) B = {26, 27, 28, 29, . . . }, uzavřená, neńı otevřená, B = B, B◦ = ∅.

2. (a) A = ∅, otevřená a uzavřená zároveň, A◦ = B = ∅.

(b) B je otevřená, neńı uzavřená, B◦ = B, B = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ −x3 + x− 1}.
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2.3 Posloupnosti bod̊u v euklidovském prostoru

Základńı pojmy

Definice 14 Zobrazeńı f množiny N všech přirozených č́ısel do množiny En se nazývá
bodová posloupnost v En nebo posloupnost bod̊u v En a označuje se {xm}∞m=1 nebo
{xm}.

Definice 15 Bodová posloupnost v En se nazývá ohraničená (neohraničená) posloup-
nost, právě když množina všech jej́ıch člen̊u je ohraničená (neohraničená).

Definice 16 Necht’ {xm}∞m=1 je bodová posloupnost v En a necht’ a ∈ En. Řı́káme, že bod
a je limitou bodové posloupnosti {xm}∞m=1 nebo že bodová posloupnost {xm}∞m=1

konverguje k bodu a, a ṕı̌seme limm→∞ xm = a, jestlǐze limm→∞ %(xm, a) = 0. To
znamená, že

lim
m→∞

xm = a⇔ lim
m→∞

%(xm, a) = 0.

Věta 7 (Ekvivalentńı definice limity)

(i) Bodová posloupnost {xm}∞m=1 v En má limitu a, právě když pro libovolné okoĺı O(a)
existuje takové m0 ∈ N, že plat́ı xm ∈ O(a) pro každé m > m0, tj.

lim
m→∞

xm = a⇔ ∀O(a) ∃m0 ∈ N : m > m0 ⇒ xm ∈ O(a).

(ii) Bodová posloupnost {xm}∞m=1 v En má limitu a, právě když pro každé č́ıslo ε > 0
existuje takové č́ıslo m0 ∈ N, že pro každé m ∈ N, m > m0 plat́ı %(xm, a) < ε, tj.
xm ∈ O(a, ε).

lim
m→∞

xm = a⇔ ∀ ε > 0 ∃m0 ∈ N : m > m0 ⇒ %(xm, a) < ε.

Následuj́ıćı vlastnosti jsou shodné s vlastnostmi reálné posloupnosti. Všimněte si, že
pro n = 1 a euklidovskou metriku se skutečně jedná o reálné posloupnosti.

Věta 8 Necht’ {xm}∞m=1 je bodová posloupnost v En. Plat́ı

(i) Každá bodová posloupnost {xm}∞m=1 v En má nejvýše jednu limitu.

(ii) Každá konvergentńı bodová posloupnost je ohraničená.

(iii) Jestlǐze bodová posloupnost {xm}∞m=1 má limitu a, potom každá z ńı vybraná bodová
posloupnost má také limitu a.
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Věta 9 Necht’ {xm}∞m=1 je bodová posloupnost v En, necht’

xm = (xm1, xm2, . . . , xmn) a necht’ a ∈ En, a = (a1, a2, . . . , an). Potom plat́ı lim
m→∞

xm = a,

právě když pro každé i = 1, 2, . . . , n je lim
m→∞

xmi = ai.

Pro skutečný výpočet limity je toto velmi d̊uležitá věta. Ř́ıká, že limitu bodové po-
sloupnosti lze určit po složkách, přičemž v každé složce už se jedná o limitu reálné
posloupnosti. K výpočtu pak můžeme použ́ıt všechna pravidla známá z určováńı li-
mit reálných posloupnost́ı: věty o aritmetice limit, větu o dvou strážńıćıch, 0·omezená,
D’Alembertovo kritérium a daľśı.

Kontrolńı otázky

1. Jaká metrika je použita k určeńı limity posloupnosti?

2. Z předchoźıch vět určete nutné podmı́nky konvergence bodové posloupnosti.

3. Kolik reálných limit bude třeba spoč́ıtat pro bodovou posloupnost v prostoru E4?

Odpovědi:

1. Euklidovská. Bodovou posloupnost definujeme v En, který je j́ı opatřen.

2. Nutné podmı́nky jsou dvě. Prvńı je omezenost (ohraničenost) posloupnosti, druhá je
existence limity vybrané posloupnosti.

3. Nejvýše čtyři. Pokud některá z nich nebude existovat nebo se bude bĺıžit k ±∞,
můžeme prohlásit že posloupnost neńı konvergentńı a zbylé už nedopoč́ıtávat.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 18 Určete limitu bodové posloupnosti(
3m +

(
1
2

)m
(−1)m − 3m+1

, cos(4mπ),
1 + 2 + 3 + · · ·m

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2m− 1)

)∞
m=1

.

Řešeńı: Limity urč́ıme po složkách: v té prvńı vytkneme mocninu s nejvyšš́ım základem

lim
m→∞

3m +
(
1
2

)m
(−1)m − 3m+1

= lim
m→∞

3m
(
1 +

(
1
2

)m (1
3

)m)
3m((−1)m

(
1
3

)m − 3)
= lim

m→∞

1 +
(
1
6

)m(
−1

3

)m − 3
=

=
1 + 0

0− 3
=

1

3
,

podle věty o aritmetice limit a qn → 0 pro q ∈ (−1, 1).

lim
m→∞

cos(4nπ) =
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zkuśıme určit několik člen̊u

n = 1 cos(4π) = cos 0 = 1
n = 2 cos(8π) = cos 0 = 1
n = 3 cos(12π) = cos 0 = 1

...

 pro každé n je hodnota rovna jedné,

jedná se o konstantńı posloupnost, limita limm→∞ cos(4nπ) = 1.

lim
m→∞

1 + 2 + 3 + · · ·m
1 + 3 + 5 + · · ·+ (2m− 1)

=

v čitateli i jmenovateli se vyskytuje aritmetická posloupnost, můžeme určit jej́ı součet.

AP1 : a1 = 1, d = 1, am = m, s =
(1 +m)m

2
,

AP2 : a1 = 1, d = 2, s =
(1 + 2m− 1)m

2
=

2m2

2
= m2,

lim
m→∞

1 + 2 + 3 + · · ·m
1 + 3 + 5 + · · ·+ (2m− 1)

= lim
m→∞

(1+m)m
2

m2
= lim

m→∞

m2( 1
m

+ 1)

2m2
=

1

2
.

Limita p̊uvodńı posloupnosti je
(
1
3
, 1, 1

2

)
.
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Př́ıklad 19 Určete limitu bodové posloupnosti

(√
25n− 4−

√
n+ 7√

4n+ 6−
√

9n− 3
,
5m

m!
,

m2 − 9√
2m+ 3−

√
4m− 3

)∞
m=1

Řešeńı: Limitu posloupnosti urč́ıme po složkách:
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lim
m→∞

√
25m− 4−

√
m+ 7√

4m+ 6−
√

9m− 3
=

(
∞−∞
∞−∞

)
= lim

m→∞

√
25m− 4−

√
m+ 7√

4m+ 6−
√

9m− 3
·
√

25m− 4 +
√
m+ 7√

25m− 4 +
√
m+ 7

·
√

4m+ 6 +
√

9m− 3√
4m+ 6 +

√
9m− 3

=

= lim
m→∞

(25m− 4)− (m+ 7)

(4m+ 6) + (9m− 3)
·
√

4m+ 6 +
√

9m− 3√
25m− 4 +

√
m+ 7

=

= lim
m→∞

24m− 11

−5m+ 9
·

√
m(4 + 6

m
) +

√
m(9− 3

m
)√

m(25− 4
m

) +
√
m(1 + 7

m
)

=

= lim
m→∞

24− 11
m

−5 + 9
m

·

√
4 + 6

m
+
√

9− 3
m√

25− 4
m

+
√

1 + 7
m

=
24− 0

−5 + 0
·
√

4 +
√

9√
25 + 1

=

=
−24

5
· 5

6
= −4.

lim
m→∞

5m

m!
=
(∞
∞

)
využijeme pomocnou limitu lim

m→∞

am+1

am
.

lim
m→∞

am+1

am
= lim

m→∞

5m+1

(m+1)!

5m

m!

= lim
m→∞

5m · 5 ·m!

(m+ 1) ·m! · 5m
. = lim

m→∞

5

m+ 1
= 0 < 1,

potom p̊uvodńı limita lim
m→∞

5m

m!
= 0.

Na předešlou limitu jsme vlastně použili D’Alembertovo kritérium konvergence řady
∞∑
m=1

5m

m!
a jelikož je pomocná limita menš́ı než 1, řada konverguje. Z toho plyne nutná

podmı́nka konvergence řady, lim
m→∞

5m

m!
= 0.

Při použit́ı D’Alembertova pod́ılového kritéria nastávaj́ı tři možnosti.

• pomocná limita < 1, p̊uvodńı limita =0,

• pomocná limita > 1, p̊uvodńı limita =∞,

• pomocná limita = 1, o p̊uvodńı limitě nelze rozhodnout.

Nezapomeňte, že toto kritérium plat́ı pro řady s nezápornými členy. Pro řadu, která
měńı znaménko se použ́ıt nedá.
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lim
m→∞

m2 − 9√
2m+ 3−

√
4m− 3

= lim
m→∞

m2 − 9√
2m+ 3−

√
4m− 3

·
√

2m+ 3 +
√

4m− 3√
2m+ 3 +

√
4m− 3

=

= lim
m→∞

(m2 − 9) ·
(√

2m+ 3 +
√

4m− 3
)

(2m+ 3)− (4m− 3)
=

= lim
m→∞

(m− 3)(m+ 3)
(√

2m+ 3 +
√

4m− 3
)

−2m+ 6
=

= lim
m→∞

(m− 3)(m+ 3)
(√

2m+ 3 +
√

4m− 3
)

−2(m− 3)
=

= lim
m→∞

(m+ 3)
(√

2m+ 3 +
√

4m− 3
)

−2
= −∞

V př́ıpadě, že limita jedné souřadnice se bĺıž́ı k nekonečnu nebo neexistuje, nemůže exis-
tovat limita bodové posloupnosti a posloupnost je tedy divergentńı.

Nemá smysl psát, že limitou je ”bod” (−4, 0,∞). Nemůže existovat bod, k němuž tato
posloupnost konverguje.
Mimo jiné lze také použ́ıt fakt, že posloupnost neńı ohraničená, což je nutnou
podmı́nkou konvergence.
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Př́ıklad 20 Určete limitu bodové posloupnosti(
m2 + 4m− 7 cosm

3m2 − 4m+ sinm
,

(
1− 4

m

)m
, cos(mπ)

)∞
m=1

.

Řešeńı: Opět řeš́ıme limity v jednotlivých složkách:

lim
m→∞

m2 + 4m− 7 cosm

3m2 − 4m+ sinm
=

Pro určeńı limity můžeme použ́ıt větu o sevřeńı (větu o dvou strážńıćıch). Obě goniome-
trické funkce lze odhadnout shora 1, zdola -1. Je třeba si uvědomit, že zlomek bude pro
dostatečně velká n kladný. Zvětšeńım čitatele se zvětš́ı zlomek, zmenšeńım jmenovatele se
zlomek zvětš́ı a naopak. Pro každé n ≤ 2 plat́ı

m2 + 4m− 7 cosm

3m2 − 4m+ sinm
≤ m2 + 4m+ 7

3m2 − 4m+ sinm
≤ m2 + 4m+ 7

3m2 − 4m− 1
(odhad shora),

m2 + 4m− 7 cosm

3m2 − 4m+ sinm
≥ m2 + 4m− 7

3m2 − 4m+ sinm
≥ m2 + 4m− 7

3m2 − 4m+ 1
(odhad zdola).
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Posloupnost je sevřená mezi horńı a dolńı odhad. Pokud ukážeme, že ”oba strážńıci” kon-
verguj́ı k téže hodnotě, bude podle věty o dvou strážńıćıch existovat i limita p̊uvodńı
posloupnosti a bude též rovna této hodnotě. Využijeme větu o aritmetice limit

lim
m→∞

m2 + 4m+ 7

3m2 − 4m− 1
= lim

m→∞

m2
(
1 + 4

m
+ 7

m2

)
m2
(
3− 4

m
− 1

m2

) =
1 + 0 + 0

3− 0− 0
=

1

3
,

limita druhé posloupnosti se spočte analogicky, obě limity se rovnaj́ı. Odtud je

lim
m→∞

m2 + 4m− 7 cosm

3m2 − 4m+ sinm
=

1

3
.

Existuje ještě jedna možnost, jak limitu spoč́ıtat. Vytkneme a zkrát́ıme m2 hned v prvńım
kroku

lim
m→∞

m2
(
1 + 4

m
− 7 cosm

m2

)
m2
(
3− 4

m
+ sinm

m2

) =
1 + 0− lim 7 cosm

m2

3− 0 + lim sinm
m2

=

Věta o aritmetice limit plat́ı, pokud limity vpravo existuj́ı a výraz je definován. To muśıme
ještě ukázat. Na obě zbývaj́ıćı limity můžeme použ́ıt argument o součinu posloupnost́ı
ve tvaru ”0.omezená”, který se bĺıž́ı k nule. Oba goniometrické výrazy dávaj́ı omezenou

posloupnost, a
1

m2
→ 0. Dohromady

=
1 + 0− 0

3− 0 + 0
=

1

3
.

lim
m→∞

(
1− 4

m

)m
=

využijeme vzorec pro limitu
(
1 + 1

n

)n → e. Potřebujeme upravit tak, aby znaménko mezi
členy bylo +.

= lim
m→∞

(
m− 4

m

)m
= lim

m→∞

(
1
m
m−4

)m

=
1

lim
(
m−4+4
m−4

)m =
1

lim
(
1 + 4

m−4

)m =

=
1

lim
(

1 + 1
m−4

4

)m
4
·4 =

1(
lim
(

1 + 1
m−4

4

)m−4
4

+1
)4 =

=
1(

lim
(

1 + 1
m−4

4

)m−4
4

)4 ·
1(

lim
(

1 + 1
m−4

4

)1)4 =
1

e4
· 1

14
=

1

e4

lim
m→∞

cos(mπ) =
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prozkoumáme chováńı posloupnosti:

n = 1 cos(π) = −1
n = 2 cos(2π) = cos 0 = 1
n = 3 cos(3π) = cos(π) = −1
n = 4 cos(4π) = cos 0 = 1

...


stř́ıdaj́ı se hodnoty ±1, limita neexistuje.

Limita posledńı složky neexistuje, tud́ıž neexistuje ani limita bodové posloupnosti.
©

Neřešené př́ıklady

Určete limitu bodové posloupnosti

1.

(
sin(mπ),

√
n2 + n−

√
n+ 1

(
√

3n− 5−
√
n− 3) · n

(
m+ 3

m

)m)∞
m=1

2.

(
3m3 +m · sinm
m(m+ 2)(3−m)

,
(−1)m − 5m

6m +
(
2
3

)m ,
3 ·m!

(m+ 2)!

)∞
m=1

Řešeńı:

1. (0, e3, 0),

2. (−3, 0, 0).
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3 Funkce v́ıce proměnných

3.1 Definičńı obor

Základńı pojmy

Definice 17 Necht’ M je neprázdná podmnožina množiny Rn. Reálnou funkćı n reálných
proměnných se nazývá zobrazeńı f množiny M do množiny R. Množina M se nazývá
definičńı obor funkce f , označ́ıme ho D(f). Čı́slo y ∈ R, které je funkćı f přiřazeno
bodu x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D(f), se nazývá funkčńı hodnota funkce f v bodě
x, označujeme ho f(x) nebo f(x1, x2, . . . , xn). Množina všech funkčńıch hodnot funkce
f se nazývá obor hodnot funkce f , označujeme ho H(f). Proměnné x1, x2, . . . , xn
se nazývaj́ı argumenty nebo nezávisle proměnné funkce f . Proměnná y se nazývá
závisle proměnná, y = f(x1, x2, . . . , xn).

Př́ıkladem reálné funkce v́ıce proměnných může být přǐrazeńı váženého pr̊uměru
ze známek a kredit̊u (Z1,K1, Z2,K2 . . . , Zn,Kn), což je pro n předmět̊u funkce 2n
proměnných podle následuj́ıćıho vzorce:

PV =

n∑
p=1

Kp.Zp

n∑
p=1

Kp

.

Vzhledem k jednoduchosti výpočt̊u a snadné geometrické představě se budeme převážně
věnovat reálným funkćım dvou reálných proměnných, tedy f : R2 → R, body v prostoru
R2 budeme značit (x, y).

Definice 18 Grafem funkce f(x, y) s definičńım oborem D(f) se nazývá množina všech
bod̊u (x, y, z) ∈ E3, pro které plat́ı (x, y) ∈ D(f) a z = f(x, y). Vrstevnićı (hladinou)
funkce f(x, y) se nazývá množina {(x, y) ∈ D(f) : f(x, y) = c}, kde c je konstanta.

Pojem vrstevnice se shoduje s vrstevnićı, jakou najdete na mapě, pokud si představ́ıme,
že graf funkce shora ohraničuje nějaký geografický útvar. Ten pak ”řežeme” vodo-
rovnými rovinami a sledujeme tvary těchto řez̊u. Podobně jako v geografii nám vrstev-
nice umožňuj́ı udělat si představu o tvaru grafu funkce.
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Definice 19 Funkce f se nazývá shora ohraničená (resp. zdola ohraničená) na množině
M ⊆ D(f), jestlǐze existuje takové reálné č́ıslo k, že plat́ı f(x) ≤ k (resp. f(x) ≥ k) pro
všechny body x ∈ M . Funkce f se nazývá ohraničená na množině M ⊆ D(f), jestlǐze
je na množině M ohraničená shora a zároveň zdola.

Definice 20 Necht’ jsou na množině M1 ⊆ Rn definovány reálné funkce

u1 = ϕ1(x1, x2, . . . , xn), u2 = ϕ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , um = ϕm(x1, x2, . . . , xn).

Necht’ M2 ⊆ Rm taková, že

M2 = {(ϕ1(x1, x2, . . . , xn), ϕ2(x1, x2, . . . , xn), . . . , ϕm(x1, x2, . . . , xn)) :

(x1, x2, . . . , xn) ∈M1}.

Pak se funkce f(u1, u2, . . . , um) definovaná na množině M2 nazývá složená funkce n
proměnných. Funkce f se nazývá vněǰśı funkce, funkce ϕ1,ϕ2, . . . , ϕm se nazývaj́ı vnitřńı
funkce.

Kontrolńı otázky

1. Může být funkce definovaná na prázdné množině?

2. Může být funkce definovaná na celé Rn?

3. Muśı být funkce definovaná na celé Rn?

4. Na kolika nezávisle proměnných záviśı proměnná y?

5. Muśı vrstevnice ležet v definičńım oboru?

6. Může být vrstevnice prázdnou množinou?

7. Co muśı splňovat č́ıslo c, aby j́ım určená vrstevnice byla neprázdnou množinou?

8. Jestliže na množině M plat́ı |f(x)| < k pro k ∈ R, je funkce ohraničená, př́ıpadně
ohraničená shora, zdola?

Odpovědi:

1. Nemůže, podle definice je M neprázdná.

2. Ano, může. Např́ıklad polynomická funkce f(x, y) = 3x5 − 2x3y − 5xy3 − 1 nemá
žádné podmı́nky a je tedy definovaná na R2. Toto plat́ı pro všechny polynomické
funkce a nejen pro ně.

3. Ne, nemuśı. Např́ıklad f(x, y) = y. log(x) je definovaná jen pro kladná x, tedy pouze
na polorovině.
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4. To záviśı na prostoru, v němž je funkce definovaná. Pro Rn nejvýše n proměnných.
Pokud je funkce konstantńı nezáviśı na proměnných v̊ubec.

5. Rozhodně muśı. Př́ımo z definice je vidět, že jsou to body z definičńıho oboru s
nějakou vlastnost́ı. Přesněǰśı by bylo ř́ıci, že vrstevnice je podmnožinou definičńıho
oboru. Pokud si situaci nakresĺıme, graf vrstevnice skutečně ”lež́ı”v grafu definičńıho
oboru.

6. Ano, může. Zkuste např́ıklad pro funkci f(x, y) = x2 + y2 hledat vrstevnici pro
c = −2.

7. Pokud c ∈ H(f), bude vrstevnice neprázdná.

8. Nerovnici s absolutńı hodnotou lze přepsat takto: f(x) < k pro f(x) ≥ 0 nebo
−f(x) < k pro f(x) < 0, analogicky f(x) > −k a funkce je omezená.

Řešené př́ıklady:

Př́ıklad 21 Určete definičńı obor a několik vrstevnic funkce f(x, y) = x ·
√
x2 + y.

Řešeńı:

Definičńı obor:

x2 + y ≥ 0,

y ≥ −x2.

Vrstevnice:

0 = x ·
√
x2 + y,

x = 0

nebo x2 + y = 0,

y = −x2.
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1 = x ·
√
x2 + y,

1

x
=
√
x2 + y,

výraz vpravo je vždy kladný,

tedy x > 0:
1

x2
= x2 + y,

y =
1

x2
− x2, x > 0.

2 = x ·
√
x2 + y,

2

x
=
√
x2 + y,

nutně x > 0,

4

x2
= x2 + y,

y = x2 − 4

x2
, x > 0.

−1 = x ·
√
x2 + y,

−1

x
=
√
x2 + y,

nutně x < 0,

1

x2
= x2 + y,

y = x2 − 1

x2
, x < 0.

−2 = x ·
√
x2 + y

podobně vede na

y = x2 − 4

x2
, x < 0.
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Obrázek 3.1: Vrstevnice funkce f(x, y) = x ·
√
x2 + y.

Obrázek 3.2: Graf funkce f(x, y) = x ·
√
x2 + y.

©

Př́ıklad 22 Pro složenou funkci f(x, y) = ln(3x5−7xy+e)− sin(5x2 + 5y3)

x4 − y6
−ecos(x) určete

funkci vněǰśı i funkce vnitřńı.

Řešeńı: Vněǰśı funkce: f(u1, u2, u3, u4) = ln(u1)−
sinu2
u3
− eu4 je zobrazeńı z R4 do R,

vnitřńı funkce ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 jsou zobrazeńımi z R2 do R definovány následuj́ıćım zp̊usobem:
ϕ1(x, y) = 3x5 − 7xy + e, ϕ2(x, y) = 5x2 + 5y2, ϕ3(x, y) = x4 − y6, ϕ4(x, y) = cos(x).
Tento rozklad neńı ovšem jednoznačně určen. Pokud bychom např́ıklad druhý člen funkce
upravili do následuj́ıćıho tvaru

f(x, y) = ln(3x5 − 7xy + e)− sin 5(x2 + y3)

(x2 − y3)(x2 + y3)
− ecos(x), dostaneme:

vněǰśı funkce: f(u1, u2, u3, u4) = ln(u1)−
sin 5u2
u2.u3

− eu4 je zobrazeńı z R4 do R,
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vnitřńı funkce jsou: ϕ1(x) = 3x5 − 7xy + e, ϕ2 = x2 + y2, ϕ3 = x2 − y3, ϕ4 = cos(x).
©

Neřešené př́ıklady:

1. Určete definičńı obor a několik vrstevnic funkce:

(a) f(x, y) =
y

ex
,

(b) f(x, y) = (x+ y)2,

(c) f(x, y) = y
x
,

(d) f(x, y) = ln(xy).

Řešeńı:

1. (a) Df = R2, vrstevnice (k): y = k.ex.

(b) Df = R2, vrstevnice (k):
y = −x− k ∧ y = −x+ k.

(c) Df = R2, vrstevnice (k):
y = kx.

(d) Df = {(x, y) | x.y > 0},

vrstevnice (k): y =
ek

x
.
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3.2 Limita funkce

Základńı pojmy

Definice 21 Necht’ f je funkce n proměnných, necht’ M ⊆ D(f), necht’ a je hromadný bod
množiny M a necht’ b ∈ R. Řı́káme, že č́ıslo b je (vlastńı) limitou funkce f v bodě a
vzhledem k množině M , právě když ke každému okoĺı B(b, ε) č́ısla b existuje prstencové
okoĺı P (a, δ) bodu a tak, že pro každý bod x ∈ P (a, δ) ∩M je f(x) ∈ B(b, ε), ṕı̌seme

lim
x→a
x∈M

f(x) = b.

Tj.
lim
x→a
x∈M

f(x) = b⇔ ∀ B(b, ε) ∃ P (a, δ) : x ∈ P (a, δ) ∩M ⇒ f(x) ∈ B(b, ε).

Podobně jako pro funkci jedné proměnné tahle definice ř́ıká, že č́ım bĺıže jsme k bodu
a = (a1, a2, ..., an), t́ım v́ıce se funkčńı hodnota bĺıž́ı č́ıslu b. Oproti funkci jedné
proměnné, kde jsme se k bodu přibližovali zleva a zprava, se nyńı k bodu a můžeme
přibĺıžit z libovolného směru v rámci množiny M , a to nejen po př́ımkách, ale po
jakékoli křivce lež́ıćı v M . To značně ztěžuje výpočet limity.

Definice 22 Necht’ f je funkce n proměnných, necht’ M ⊆ D(f) a necht’ a je hromadný
bod množiny M . Řı́káme, že funkce f má v bodě a nevlastńı limitu +∞ (resp. −∞)
vzhledem k množině M , právě když ke každému č́ıslu ε > 0 existuje prstencové okoĺı
P (a, δ) bodu a tak, že pro každý bod x ∈ P (a, δ)∩M je f(x) > ε (resp. f(x) < −ε), ṕı̌seme

lim
x→a
x∈M

f(x) =∞.

Existence limity funkce f v bodě a vzhledem k nějaké množině je lokálńı vlastnost
dané funkce.
Je-li v předchoźıch dvou definićıch M = Rn, pak mluv́ıme o limitě funkce v bodě a a
ve znaku limity vynecháváme x ∈M .
Pokud existuje prstencové okoĺı bodu a, které celé lež́ı v množině M , pak je lhostejné,
zda uvažujeme o limitě v bodě a vzhledem k množině M nebo vzhledem k Rn. Symbol
x ∈M vynechat nesmı́me, ale na výpočet to nemá vliv.

Aby mělo smysl v̊ubec mluvit o pojmu limita, muśı být určena jednoznačně. To
zaručuje následuj́ıćı věta:

Věta 10 Funkce f n proměnných má v bodě a vzhledem k množině M nejvýše jednu limitu.

Pro funkci dvou proměnných f(x, y) (množina M ⊆ D(f) a bod a = (a1, a2), který je
hromadným bodem množiny M) lze limitu zapsat takto:

lim
(x,y)→(a1,a2)

(x,y)∈M

f(x, y).

Tuto limitu nazýváme dvojná limita funkce dvou proměnných.
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Věta 11 Necht’ f je funkce n proměnných, necht’ M ⊆ D(f) a necht’ a je hromadný
bod množiny M . Funkce f má v bodě a limitu b vzhledem k množině M , právě když pro
každou posloupnost {xm}∞m=1 bod̊u množiny M \{a}, která konverguje k bodu a, konverguje
posloupnost {f(xm)}∞m=1 funkčńıch hodnot k č́ıslu b.

Vzpomeňte si na větu o limitě vybrané posloupnosti. Jen tentokrát nevyb́ıráme pod-
posloupnost nějaké posloupnosti, ale vyb́ıráme posloupnost z hodnot nějaké funkce.

Definice 23 Necht’ je dána funkce f(x, y), množina M ⊆ D(f) a bod a = (a1, a2), který
je hromadným bodem množiny M . Definujme funkce g a h takto:

g(y) = lim
x→a1

(x,y)∈M

f(x, y), h(x) = lim
y→a2

(x,y)∈M

f(x, y).

Pak limity

lim
y→a2

g(y) = lim
y→a2

(
lim
x→a1

(x,y)∈M

f(x, y)

)
a

lim
x→a1

h(x) = lim
x→a1

(
lim
y→a2

(x,y)∈M

f(x, y)

)
v př́ıpadě, že existuj́ı, nazýváme dvojnásobné (postupné) limity funkce f v bodě a
vzhledem k množině M .

Věta 12 Jestlǐze existuje dvojná limita

lim
(x,y)→(a1,a2)

(x,y)∈M

f(x, y),

limity
lim
x→a1

(x,y)∈M

f(x, y) pro každé y ∈ P (a2)

a limity
lim
y→a2

(x,y)∈M

f(x, y) pro každé x ∈ P (a1),

pak existuj́ı také dvojnásobné limity a plat́ı

lim
(x,y)→(a1,a2)

(x,y)∈M

f(x, y) = lim
y→a2

(
lim
x→a1

(x,y)∈M

f(x, y)

)
= lim

x→a1

(
lim
y→a2

(x,y)∈M

f(x, y)

)
.

Postupné limity představuj́ı přibĺıžeńı k bodu a ze směr̊u jedné a druhé osy. Vněǰśı
limita je limitou funkce jedné proměnné.
Věta ř́ıká, že pokud existuje dvojná limita a vnitřńı limity, pak existuj́ı také limity
dvojnásobné a rovnaj́ı se.
Nezapomeňte, že t́ımto zp̊usobem se k bodu a přibližujeme pouze po dvou křivkách,
tud́ıž o existenci dvojné limity nelze rozhodnout.
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Věta 13 (Věta o aritmetice limit) Necht’ funkce f(x) a g(x) maj́ı v bodě a vlastńı limity,
necht’ limx→a f(x) = b a limx→a g(x) = c. Potom existuj́ı i následuj́ıćı limity a plat́ı:

i) lim
x→a
|f(x)| = |b|,

ii) lim
x→a

(f(x)± g(x)) = b± c,

iii) lim
x→a

f(x)g(x) = bc,

iv) lim
x→a

r · f(x) = rb, kde r ∈ R,

v) lim
x→a

f(x)

g(x)
=
b

c
pro c 6= 0.

Předchoźı věta mluv́ı o aritmetice limit v př́ıpadě, že č́ısla b, c jsou reálná. Analogická
věta plat́ı i pro nevlastńı limity, vždy s podmı́nkou, že výraz vpravo muśı mı́t smysl.
Daľśımi větami, které můžeme při výpočtu použ́ıt, je věta o uspořádáńı a limitě, věta
o dvou strážńıćıch a limita ve tvaru ”nula·omezená”.

Věta 14 (Věta o limitě složené funkce) Necht’ funkce ui = ϕi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . ,m,
maj́ı v bodě a ∈ M1 ⊆ Rn, kde a je hromadný bod množiny M1, limity bi vzhledem k množině
M1. Necht’ funkce f(u1, u2, . . . , um) má limitu v bodě b = (b1, b2, . . . , bm) vzhledem k množině
M2 ⊆ Rm, b je hromadný bod množiny M2. Jestlǐze existuje takové prstencové okoĺı P (a) bodu
a, že (ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕm(x)) ∈M2 \ {b} pro x ∈ P (a) ∩M1, pak

lim
x→a
x∈M1

f(x1, x2, . . . , xn) = lim
u→b
u∈M2

f(u1, u2, . . . , um).

Dosazeńım n = 1 do definic a vět pro funkce v́ıce proměnných obdrž́ıme definice a
věty, které jsou ekvivalentńı těm už známým z teorie funkce jedné proměnné.

Kontrolńı otázky

1. Muśı limita v daném bodě vždy existovat?

2. Pokud se k bodu a přibĺıž́ıme po dvou r̊uzných křivkách a limity budou r̊uzné, co z
toho plyne?

3. Pokud se k bodu a přibĺıž́ıme po dvou r̊uzných křivkách a obě limity budou rovny
č́ıslu b, co z toho plyne?

Odpovědi:

1. Nemuśı.

2. Limita v tomto bodě neexistuje.

3. Stále nev́ıme, jestli limita existuje, ale pokud ano, pak muśı být rovna č́ıslu b. Tedy
jsou jen dvě možnosti - bud’ neexistuje a nebo je právě rovna b.
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Řešené př́ıklady:

Př́ıklad 23 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,0)

3x+ y

x2 + y
.

Řešeńı: Nejprve zkuśıme dosadit:

lim
(x,y)→(0,0)

3x+ y

x2 + y
=

3 · 0 + 0

02 + 0
neńı definováno.

Vypoč́ıtáme postupné limity:

lim
x→0

(
lim
y→0

3x

x2 + y

)
= lim

x→0

3x

x2
= lim

x→0

3

x
= 0,

lim
y→0

(
lim
x→0

3x

x2 + y

)
= lim

y→0

y

y
= 1,

a limita funkce neexistuje.

©

Př́ıklad 24 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,1)

sin(x)√
y2 − x−

√
y2 + x

.

Řešeńı: Dosazeńım źıskáme nedefinovaný výraz 0
0
. Pokuśıme se výraz upravit. Zbav́ıme

se odmocnin ve jmenovateli rozš́ı̌reńım podle vzorce.

lim
(x,y)→(0,1)

sin(x)√
y2 − x−

√
y2 + x

·
√
y2 − x+

√
y2 + x√

y2 − x+
√
y2 + x

=

= lim
(x,y)→(0,1)

sin(x)
(√

y2 − x+
√
y2 + x

)
(y2 − x)− (y2 + x)

= lim
(x,y)→(0,1)

sin(x)
(√

y2 − x+
√
y2 + x

)
−2x

=

= lim
(x,y)→(0,1)

sinx

−2x
· lim
(x,y)→(0,1)

(√
y2 − x+

√
y2 + x

)
= −1

2
· 1 ·

(√
1 +
√

1
)

= −1.

©

Př́ıklad 25 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2y2 + (x− y)2
.
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Řešeńı: Dosazeńım dostaneme neurčitý výraz 0
0
, urč́ıme postupné limity.

lim
x→0

(
lim
y→0

x2y2

x2y2 + (x− y)2

)
= lim

x→0

0

0 + (x)2
= lim

x→0
0 = 0,

lim
y→0

(
lim
x→0

x2y2

x2y2 + (x− y)2

)
= lim

y→0

0

0 + (−y)2
= lim

x→0
0 = 0.

Zkuśıme se k bodu (0, 0) přibĺıžit po př́ımce y = x.

limx→ 0
x2x2

x2x2 + (x− x)2
= lim

x→0

x4

x4
= 1.

Přibĺıžeńım po r̊uzných křivkách źıskáváme r̊uzné hodnoty, limita funkce neexistuje.

©

Př́ıklad 26 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(1,0)

x2 + 2xy − 1

xy
.

Řešeńı: Př́ımým dosazeńım dostaneme výraz 0
0
, což neńı definováno. Zkuśıme se k bodu

přibĺıžit po př́ımkách, nemůžeme ovšem použ́ıt předpis y = kx, jelikož tyto př́ımky ne-
procháźı bodem (1, 0).

Svazek př́ımek, který procháźı bodem (x0, y0) má předpis y − y0 = k(x− x0), k ∈ Z.

Přibĺıž́ıme se po př́ımce y = (x− 1). Poč́ıtáme

lim
x→1

x2 + 2x(x− 1)− 1

x(x− 1)
= lim

x→1

3x2 − 2x− 1

x2 − 1
=

(dosazeńım dostaneme 0
0
, tedy výraz lze rozložit a zkrátit)

= lim
x→1

(x− 1)(3x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)
= 3.

Přibĺıž́ıme se po př́ımce y = −(x− 1). Poč́ıtáme

lim
x→1

x2 + 2x(−x+ 1)− 1

x(x− 1)
= lim

x→1

−x2 + 2x− 1

−x2 + 1
=
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(dosazeńım dostaneme 0
0
, tedy výraz lze rozložit a zkrátit)

= lim
x→1

−(x− 1)2

−x · (x− 1)
= 0.

Přibĺıžeńım po dvou r̊uzných př́ımkách jsme źıskali r̊uzné hodnoty a limita neexistuje.

©

Př́ıklad 27 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,0)

(1 + 3xy)(
4

3xy ) .

Řešeńı: Výraz, který se opakuje, vede na použit́ı věty o složené funkci. Tvar limity
podezřele připomı́ná limitu výrazu

(
1 + 1

z

)z
, která se bĺıž́ı Eulerovu č́ıslu e pro z jdoućı k

nekonečnu. Limitu uprav́ıme

lim
(x,y)→(0,0)

(1 + 3xy)(
4

3xy ) = lim
(x,y)→(0,0)

(
1 +

1
1

3xy

)( 4
3xy )

=

použijeme větu o limitě složené funkce

vnitřńı funkce lim
(x,y)→(0,0)

1

3xy
=∞,

vněǰśı funkce lim
z→∞

(
1 +

1

z

)4z

=

(
lim
z→∞

(
1 +

1

z

)z)4

= e4,

přitom muśı platit podmı́nka, že na nějakém prstencovém okoĺı bodu (0, 0) vnitřńı funkce
nenabývá limity. Nekonečna se nikdy nenabývá, podmı́nka tedy automaticky plat́ı a můžeme
ř́ıct, že

lim
(x,y)→(0,0)

(1 + 3xy)(
4

3xy ) = e4.

©

Př́ıklad 28 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

.
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Řešeńı: Zkuśıme postupné limity:

lim
x→0

(
lim
y→0

xy√
x2 + y2

)
= lim

x→0

0√
x2

= lim
x→0

0

|x|
= 0.

Role x a y je symetrická. Prohozeńı limit by vedlo ke stejnému výsledku.
Přibĺıž́ıme se po př́ımkách:

y = kx : lim
x→0

x · kx√
x2 + k2x2

= lim
x→0

kx2

|x| ·
√

1 + k2
= lim

x→0

k|x|2

|x| ·
√

1 + k2
= lim

x→0

k|x|√
1 + k2

= 0.

Přibĺıž́ıme se po parabole:

y = x2 : lim
x→0

x2√
x2 + x4

= lim
x→0

x3

|x|
√

1 + x2
= 0.

Výpočet limity limx→0
x3

|x|
√
1+x2

lze provést několika zp̊usoby. Jedná se o limitu funkce

jedné proměnné, můžeme zvlášt’ spoč́ıtat limitu zleva a zprava, kde výraz |x| bude bud’

x nebo −x.
Druhou možnost́ı je zapsat absolutńı hodnotu pomoćı funkce signum, která přǐrazuje
č́ıslu jeho znaménko, př́ıpadně nulu.

sgn(x) =


−1, x < 0,

0, x = 0,
1, x > 0.

Absolutńı hodnotu pak můžeme zapsat jako |x| = x ·sgn(x) a v limitě x zkrátit. Limita
funkce signum v nule neexistuje, ale nám postač́ı, že na okoĺı bodu 0 je signum nenulová
funkce. Pokud si t́ım nejste jist́ı, je možné i na funkci x2

sgn(x)
√
1+x2

použ́ıt oboustranné

limity.

Zdá se, že limita by skutečně mohla existovat, ovšem to je třeba ověřit jinak. Křivek, po
kterých se lze přibĺıžit k bodu (0, 0) je totiž nekonečně mnoho a nelze prozkoumat všechny.
Použijeme odhad:

|2xy| ≤ x2 + y2.

Odhad źıskáme úpravou známých vzorc̊u. Pro libovolná reálná č́ısla x a y plat́ı:

0 ≤ (x)2,

0 ≤ (x2 ± 2xy + y2),

∓2xy ≤ x2 + y2,

|2xy| ≤ x2 + y2.
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Použijeme větu o sevřeńı (o dvou strážńıćıch) pro funkce v́ıce proměnných. Jelikož odhadu-
jeme, že limitou bude nula, můžeme na funkci použ́ıt absolutńı hodnotu, která tuto limitu
nezměńı a zdola ji odhadnout nulovou konstantńı funkćı. Shora pak užijeme výše zmı́něný
odhad. Pro všechna x, y ∈ R plat́ı:

0 ≤

∣∣∣∣∣ xy√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ =
|xy|√
x2 + y2

≤
x2+y2

2√
x2 + y2

=

√
x2 + y2

2
,

kde jsme (u druhé nerovnosti) využili faktu, že jmenovatel je kladný, tud́ıž se zvětšeńım
čitatele zvětš́ı celý zlomek. Limita konstantńı funkce je nula, limita horńıho odhadu je také
nula. Z toho plyne existence limity p̊uvodńı funkce, která je rovna nule.

©

Použitý odhad může být v trochu jiném tvaru, na mı́stě x i y může být nějaký výraz,
např́ıklad 3x, nebo x2, což se bude hodit v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 29 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y4
.

Řešeńı: Použijeme odhad |2xy2| ≤ x2 + y4:

0 ≤
∣∣∣∣ x2y2

x2 + y4

∣∣∣∣ =
|x2y2|
x2 + y4

≤ |x
2y2|
|2xy2|

=
|x|
2
,

kde jsme ke kladnému čitateli zmenšili jmenovatel a t́ım zvětšili celý zlomek.
Oba odhady se v limitě bĺıž́ı nule, p̊uvodńı funkce má tedy limitu a ta je také rovna nule.

Odhad lze provést stejným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıkladu, pokud uprav́ıme
výraz následuj́ıćım zp̊usobem:∣∣∣∣ x2y2

x2 + y4

∣∣∣∣ =
|xy2| · |x|
x2 + y4

≤ (x2 + y4) · |x|
2(x2 + y4)

©

Př́ıklad 30 Určete limitu funkce

lim
(x,y)→(4,−1)

sin(3x)(x− 4) + y

3x− 2y
.

Řešeńı: Zde nastává problém s dosazeńım, neumı́me určit hodnotu sin(12). Naštěst́ı je
funkce sinus omezená. Můžeme bud’ použ́ıt větu o dvou strážńıćıch nebo následuj́ıćı úvahu:
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lim(x,y)→(4,−1) sin(3x)(x + 4) je ve tvaru 0·omezená. Vı́me, že tato limita se bude bĺıžit k
nule. Pomoćı věty o aritmetice limit pak můžeme psát:

lim
(x,y)→(4,−1)

sin(3x)(x− 4) + y

3x− 2y
=

lim(x,y)→(4,−1) sin(3x)(x− 4) + lim(x,y)→(4,−1) y

lim(x,y)→(4,−1) 3x− 2y
=

=
0 + (−1)

3 · 4− 2 · (−1)
= − 1

14
.

Výrazy vpravo maj́ı smysl a věta o aritmetice limit plat́ı.
©

Neřešené př́ıklady:

1. Určete limitu funkce

(a) lim
(x,y)→(1,0)

ln(1 + ey)√
x2 + y2

,

(b) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

3x2 + 3y2
,

(c) lim
(x,y)→(1,−2)

(1 + 2x+ y)
1

2x+y ,

(d) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
,

(e) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x4 + y4
.

Řešeńı

1. (a) Př́ımým dosazeńım ln(2),

(b) věta o limitě složené funkce, 1
3
,

(c) věta o limitě složené funkce, e,

(d) neexistuje,

(e) neexistuje.

3.3 Spojitost funkce

Základńı pojmy

Definice 24 Necht’ f je funkce n proměnných, M ⊆ D(f), necht’ a ∈ M . Funkce f
se nazývá spojitá v bodě a vzhledem k množině M , právě když ke každému okoĺı
B(f(a), ε) funkčńı hodnoty f(a) existuje okoĺı B(a, δ) bodu a takové, že pro každý bod
x ∈ B(a, δ) ∩M lež́ı jeho funkčńı hodnota f(x) v ε-okoĺı B(f(a), ε) funkčńı hodnoty f(a),
tj.

∀B(f(a), ε) ∃B(a, δ) : x ∈ B(a, δ) ∩M ⇒ f(x) ∈ B(f(a), ε).

Funkce f se nazývá spojitá v bodě a, právě když je spojitá v bodě a vzhledem k D(f).
Funkce f se nazývá spojitá na množině M vzhledem k množině M , právě když je

53



spojitá v každém bodě množiny M . Je-li funkce f spojitá v každém bodě svého definičńıho
oboru, pak stručně ř́ıkáme, že funkce f je spojitá.

Věta 15 Necht’ f je funkce n proměnných a necht’ a ∈M ⊆ D(f). Pak je funkce f spojitá
v bodě a vzhledem k množině M , právě když plat́ı jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

a) bod a je izolovaný bod množiny M ,

b) bod a je hromadný bod množiny M a plat́ı lim
x→a
x∈M

f(x) = f(a).

Definice 25 Necht’ f je funkce n proměnných, M ⊆ D(f). Funkce f se nazývá stej-
noměrně spojitá na množině M , jestlǐze ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro
libovolné dva body x, y ∈M , pro které je y ∈ B(x, δ), plat́ı f(y) ∈ B(f(y), ε).

Kontrolńı otázky

1. Je-li funkce spojitá v nějakém bodě, pak má v tomto bodě limitu. Je to pravda?

2. Plat́ı obrácená implikace? (Má-li funkce v nějakém bodě limitu, pak je v tomto bodě
spojitá.)

3. Plat́ı tvrzeńı: Je-li funkce spojitá, je i stejnoměrně spojitá?

4. Plat́ı obrácená implikace?

Odpovědi:

1. Ano, limitou bude právě funkčńı hodnota.

2. Ne, neplat́ı. Zde stač́ı př́ıklady z funkćı jedné proměnné. Např́ıklad funkce

f(x) =

{
x2, x 6= 0,
−1, x = 0.

má v bodě x = 0 limitu 0, ale funkčńı hodnota je rovna −1. Podobně funkce

f(x) =
(x− 3)(x+ 1)

(x+ π)(x− 3)

má v bodě x = 3 limitu 4
3+π

, ale spojitá neńı. Neńı v tomto bodě ani definovaná.

3. Obecně neplat́ı. U spojitosti hledáme ke každému a ∈ M a ε > 0 nějaké δ > 0, aby
platila podmı́nka. U stejnoměrné spojitosti nejprve urč́ıme dvojici ε, δ tak, aby platila
tatáž podmı́nka, ale pro všechny body z dané množiny. Stejnoměrná spojitost je
tedy striktněǰśı vlastnost a existuj́ı funkce, které jsou spojité, ale nejsou stejnoměrně
spojité.

4. Ano, stejnoměrná spojitost je striktněǰśı vlastnost, ze stejnoměrné spojitosti plyne
automaticky spojitost
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Řešené př́ıklady

Př́ıklad 31 Rozhodněte, zda je funkce f(x, y) = sin(3x2)
5x−3y spojitá v bodě (−1, 6).

Řešeńı: Můžeme zkusit př́ımo dosadit, pokud to p̊ujde, je funkce v tomto bodě spojitá.

f(−1, 6) =
sin(3(−1)2)

5(−1)− 3 · 6
=

sin(3)

−8
.

Přestože neumı́me přesně vyjádřit hodnotu, č́ıselný výraz má smysl a funkce je v tomto
bodě spojitá.

©

Př́ıklad 32 Rozhodněte, zda je funkce f(x, y) = ln(−2y2 + 6x2) spojitá v bodě (−2, 0).

Řešeńı: Zkuśıme dosadit:

f(−2, 0) = ln(−2 · (−2)2 + 6 · 02) = ln(−8),

což je nedefinovaný výraz. Funkce nejen že v tomto bodě neńı spojitá, ona v něm dokonce
neńı ani definovaná.

©

Př́ıklad 33 Rozhodněte, ve kterých bodech je funkce f(x, y) =

√
x+3y2

−4x spojitá.

Řešeńı: Vı́me, že pokud jsou jednotlivé členy spojité, pak je spojitý i součet, rozd́ıl,
součin, pod́ıl a složená funkce všude tam, kde jsou definované.
Výraz x + 3y2 je spojitý, odmocnina také, ale má smysl jen pro x + 3y2 > 0, tedy pro
x > −3y2. Pod́ıl spojitých funkćı je opět spojitou funkćı pro nenulový jmenovatel, x 6= 0.
To už je ovšem zahrnuto v podmı́nce x > −3y2, kterou je tak určen definičńı obor a funkce
je na tomto definičńım oboru spojitá.

©

Př́ıklad 34 Rozhodněte, zda je funkce spojitá:

f(x, y) =

{
xy · x2−y2

x2+y2
, v R2 \ {(0, 0)},

2, v bodě (0, 0).

Řešeńı: Zřejmě je funkce xy · x2−y2
x2+y2

spojitá na svém definičńım oboru, celé R2 kromě bodu

(0, 0), kde je dodefinovaná hodnotou 2. Pokud je limita v bodě (0, 0) rovná téže hodnotě,
pak je funkce spojitá. Urč́ıme nejprve postupné limity:

lim
x→0

(
lim
y→0

xy · x
2 − y2

x2 + y2

)
= lim

x→0
0 · x

2

x2
= 0.
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Zřejmě nemá smysl poč́ıtat dál. Limita je bud’ rovna 0 nebo neexistuje. Oba př́ıpady
vylučuj́ı hodnotu 2 a funkce tud́ıž nemůže být spojitá.

©

Př́ıklad 35 Rozhodněte, zda lze funkci f(x, y) = xy·x2−y2
x2+y2

dodefinovat tak, aby byla spojitá.

Řešeńı: Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme, že je třeba dodefinovat funkci v bodě (0, 0). Pokud
má funkce limitu, můžeme touto limitou dodefinovat a výsledná funkce bude spojitá. Pokud
limita neexistuje, nelze nespojitost odstranit. Urč́ıme limitu. Postupná limita

lim
y→0

(
lim
x→0

xy · x
2 − y2

x2 + y2

)
= lim

y→0
0 · −y

2

y2
= 0,

přibĺıž́ıme se po př́ımkách

y = kx : lim
x→0

xkx
x2 − k2x2

x2 + k2x2
= lim

x→0
kx2

1− k2

1 + k2
= 0.

Pokuśıme se ověřit, že limita existuje a je rovna nule. Užijeme absolutńı hodnoty a odhad
|xy| ≤ |2xy| ≤ x2 + y2:

0 ≤
∣∣∣∣xy · x2 − y2x2 + y2

∣∣∣∣ = |xy| · |x
2 − y2|
x2 + y2

≤ (x2 + y2) · |x
2 − y2|
x2 + y2

= |x2 + y2|.

Oba strážńıci se bĺıž́ı k nule, limita p̊uvodńı funkce tedy existuje a je také rovna nule.
Funkci lze spojitě dodefinovat takto:

f(x, y) =

{
xy · x2−y2

x2+y2
, v R2 \ {(0, 0)},

0, v bodě (0, 0).
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3.4 Parciálńı derivace a totálńı diferenciál

Základńı pojmy

Definice 26 Necht’ f je funkce n proměnných, necht’ a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn a necht’ je
funkce f definována na nějakém okoĺı O(a) bodu a. Pokud existuje vlastńı limita

lim
h→0

f(a1, a2, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a)

h
,

nazýváme ji parciálńı derivace funkce f podle proměnné xi v bodě a. Označujeme ji
fxi(a) nebo ∂f(a)

∂xi
nebo f ′xi(a).
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Parciálńı derivace se poč́ıtá pro funkce v́ıce proměnných, zároveň se ovšem k funkci
chováme tak, jako by všechny proměnné, kromě té, podle ńıž derivujeme, byly zafi-
xované v konstanty. to nám umožňuje už́ıt pravidla a vzorce, které známe z derivace
funkce jedné proměnné.

Věta 16 (O záměnnosti smı́̌sených praciálńıch derivaćı) Necht’ funkce f o n proměnných

má v nějakém okoĺı O(a) bodu a parciálńı derivace ∂f(a)
∂xi

a ∂f(a)
∂xj

pro i 6= j a necht’ parciálńı

derivace ∂2f(x)
∂xi∂xj

je spojitá v bodě a. Potom existuje parciálńı derivace ∂2f(x)
∂xj∂xi

v bodě a a plat́ı

∂2f(a)

∂xi∂xj
=
∂2f(a)

∂xj∂xi
.

Spoč́ıtáńı smı́̌sených parciálńıch derivaćı oběma postupy je šikovnou kontrolou
správnosti výpočtu.

Necht’ funkce f o n proměnných má v každém bodě x ∈ M parciálńı derivace ∂f(x)
∂xi

podle
všech svých proměnných. Pak tyto parciálńı derivace jsou opět funkćı n proměnných na
množině M a můžeme uvažovat jejich parciálńı derivace na množině M , které nazýváme

parciálńı derivace druhého řádu a označujeme je ∂2f(x)

∂x2i
nebo ∂2f(x)

∂xi∂xj
pro i 6= j. Takto

můžeme indukćı zavést parciálńı derivace k-tého řádu funkce f jako parciálńı derivace
parciálńı derivace (k − 1)-ńıho řádu.

Věta 17 (Řet́ızkové pravidlo) Necht’ F je složená funkce n proměnných, kde
F (x) = f(ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕm(x)), x = (x1, x2, . . . , xn). Necht’ funkce ui = ϕi(x), i =
1, 2, . . . ,m, jsou diferencovatelné v bodě a = (a1, a2, . . . , an), necht’ ϕi(a) = bi, i = 1, 2, . . . ,m.
Necht’ je funkce f(u1, u2, . . . , um) diferencovatelná v bodě b = (b1, b2, . . . , bm). Potom složená
funkce F (x) je diferencovatelná v bodě a a plat́ı

∂F (a)

∂xk
=

m∑
i=1

∂f(b)

∂ui
· ∂ϕi(a)

∂xk
,

k = 1, 2, . . . , n.

Termı́nem řet́ızkové pravidlo, anglicky ”chain rule”, se často označuje i derivace složené
funkce jedné proměnné. Toto je zobecněńı pro funkce v́ıce proměnných.
Pro snazš́ı zapamatováńı je možné zápis výpočtu zjednodušit na

∂F (a)

∂xk
=

m∑
i=1

∂f(b)

∂ui
· ∂ui(a)

∂xk
,

kde je ovšem třeba mı́t na paměti, že ui je jednou v roli proměnné a podruhé v roli
funkce, takže tento zápis neńı matematicky přesný.

Definice 27 Tečná rovina plochy z = f(x, y) v bodě a = (a1, a2, a3) má rovnici

z − a3 =
∂f(a1, a2)

∂x
(x− a1) +

∂f(a1, a2)

∂y
(y − a2).
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Rovina v prostoru je určena bodem a dvěma směry (vektory), v tomto př́ıpadě funkčńı
hodnotou a vektory určenými parciálńı derivaćı. Tečná rovina vždy procháźı bodem
f(a) a přibližně popisuje chováńı funkce na okoĺı tohoto bodu. Pokud bychom ”ř́ızli”
funkci f ve směru x resp. y, dostaneme funkci jedné proměnné, tečna v tomto směru
lež́ı v tečné rovině.
Všimněte si, že vzorec pro tečnu funkce jedné proměnné je zúžeńım o jednu dimenzi -
z̊ustane pouze jedna derivace, dosazujeme pouze jednu souřadnici. Pokud bychom nao-
pak chtěli dimenzi přidat, dostaneme tzv. ”tečnou nadrovinu”, což je vždy podprostor
o dimenzi menš́ı než ten, v němž se nacháźı graf funkce.
Tečná rovina je určena lokálńımi vlastnostmi funkce, nic neř́ıká o chováńı funkce jinde.
Na rozd́ıl od p̊uvodńı funkce je definovaná na celém R2, což funkce splňovat nemuśı.

Definice 28 Necht’ f je funkce n proměnných, která je definována na nějakém okoĺı O(a)
bodu a = (a1, a2, . . . , an). Funkce f se nazývá diferencovatelná v bodě a, jestlǐze existuj́ı
č́ısla
k1, k2, . . . , kn a funkce ω(x), která je v bodě a spojitá a pro kterou je limx→a ω(x) = 0
taková, že

f(x)− f(a) =
n∑
i=1

ki(xi − ai) + ω(x)%(a, x).

Výraz
n∑
i=1

ki(xi − ai)

z předchoźıho vztahu se nazývá totálńı diferenciál funkce f v bodě a, označuje se
df(a, x).

Věta 18 Jestlǐze je funkce f v bodě a diferencovatelná, potom pro č́ısla ki v definici 28
plat́ı

ki =
∂f(a)

∂xi

pro i = 1, 2, . . . , n. To znamená, že pro totálńı diferenciál funkce f v bodě a plat́ı

df(a, x) =
n∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai).

Definice 29 Necht’ funkce f je v bodě a k-krát diferencovatelná. Totálńım diferenciálem
k-tého řádu nebo k-tým totálńım diferenciálem funkce f v bodě a se nazývá výraz

dkf(a, x) =

(
n∑
i=1

∂

∂xi
(xi − ai)

)k

f(a),

kde k-tou mocninou znaku ∂
∂xi

je parciálńı derivace k-tého řádu funkce f v bodě a.
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Použit́ım binomické věty na součet lze vyjádřit totálńı diferenciál druhého řádu ve
tvaru

d2f(a, (x, y)) =

(
2

0

)
∂2f(a)

∂x2
(x−a1)2+

(
2

1

)
∂2f(a)

∂x∂y
(x−a1)(y−a2)+

(
2

2

)
∂2f(a)

∂y2
(y−a2).

Kontrolńı otázky:

1. Je parciálńı derivace v daném bodě vždy definovaná?

2. Jestliže f je funkce třech proměnných (f(x, y, z)), kolik nejvýše existuje parciálńıch
derivaćı (1. řádu)? Kolik parciálńıch derivaćı druhého řádu?

3. Má pojem totálńıho diferenciálu smysl i pro funkce jedné proměnné?

Odpovědi:

1. Nemuśı, jelikož nemuśı existovat limita.

2. Derivovat obecně můžeme podle každé z proměnných, tedy nejvýše tři derivace
prvńıho řádu. Každá z nich je opět funkćı třech proměnných, a to i v př́ıpadě, že
daná proměnná v předpisu funkce zmiźı. Odtud 3 · 3 = 9 možných parciálńıch deri-
vaćı.

3. Ano, má. Totálńı diferenciál má tvar df(a) = f ′(a)(x− a).

Totálńı diferenciál funkce jedné proměnné nápadně připomı́ná tečnu, pro funkce dvou
proměnných tečnou rovinu. Je ovšem d̊uležité si uvědomit, že totálńı diferenciál neńı
př́ımka nebo rovina, ale zobrazeńı. Grafem tohoto zobrazeńı už je př́ımka či rovina.
Ovšem od výše zmiňovaných tečných prostor̊u se lǐśı posunut́ım. Graf totálńıho di-
ferenciálu vždy procháźı počátkem soustavy souřadnic, graf tečného prostoru bodem
(a, f(a)).

Řešené př́ıklady:

Př́ıklad 36 Určete parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkce f(x, y) = 7x3y4 − 3x2

y + 3y2 cos(xy3).

Řešeńı: Funkce je definovaná na R× (R \ {0}), na svém definičńım oboru je spojitá a diferen-
covatelná.
Pro poč́ıtáńı parciálńıch derivaćı je třeba si uvědomit, že i když jsou v předpisu funkce dvě
ṕısmena, jedno z nich se chová jako konstanta, proměnnou je pouze ta, podle které derivujeme.
Jedná se tedy o derivaci funkce jedné proměnné a můžeme použ́ıt známá pravidla pro aritmetiku
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derivaćı (součet, součin, rozd́ıl, pod́ıl, složená funkce).

∂f

∂x
= 7.3x2y4 − 3

y
.2x+ 3y2(− sin(xy3)).y3 (derivace složené funkce) =

= 21x2y4 − 6x

y
− 3y5 sin(xy3),

∂f

∂y
= 7x3.4y3 − 3x2(− 1

y2
) +

∂

∂y

(
3y2
)
. cos(xy3) + 3y2

∂

∂y

(
cos(xy3)

)
=

(derivace součinu)

= 28x3y3 +
3x2

y2
+ 6y. cos(xy3) + 3y2(− sin(xy3)).(3xy2) =

= 28x3y3 +
3x2

y2
+ 6y cos(xy3)− 9xy4 sin(xy3),

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂x

(
21x2y4 − 6x

y
− 3y5 sin(xy3)

)
=

= 21.2xy4 − 6

y
− 3y5 cos(xy3)y3 = 42xy4 − 6

y
− 3y8 cos(xy3),

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂y

(
21x2y4 − 6x

y
− 3y5 sin(xy3)

)
=

= 21x2.4y3 − 6x.(−1)
1

y2
− 3.5y4. sin(xy3)− 3y5. cos(xy3)x.3y2 =

= 84x2y3 +
6x

y2
− 15y4 sin(xy3)− 9xy7 cos(xy3),

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂x

(
28x3y3 +

3x2

y2
+ 6y cos(xy3)− 9xy4 sin(xy3)

)
=

= 28.3x2y3 +
6x

y2
− 6y sin(xy3).y3 − 9y4 sin(xy3)− 9xy4 cos(xy3).y3 =

= 84x2y +
6x

y2
− 6y4 sin(xy3)− 9y4 sin(xy3)− 9xy7 cos(xy3) =

= 84x2y3 +
6x

y2
− 15y4 sin(xy3)− 9xy7 cos(xy3),
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∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂y

(
28x3y3 +

3x2

y2
+ 6y cos(xy3)− 9xy4 sin(xy3)

)
=

= 28x3.3y2 + 3x2.(
−2

y3
) + 6 cos(xy3) + 6y(− sin(xy3))x.3y2+

− 9x.4y3 sin(xy3)− 9xy4 cos(xy3)x.3y2 =

= 84x3y2 − 6x2

y3
+ 6 cos(xy3)− 18xy3 sin(xy3)− 36xy3 sin(xy3)+

− 27x2y6 cos(xy3) =

= 84x3y2 − 6x2

y3
+ 6 cos(xy3)− 54xy3 sin(xy3)− 27x2y6 cos(xy3).

©

Př́ıklad 37 Určete parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu funkce f(x, y) = ln
√
x2 + y2.

Řešeńı: Urč́ıme definičńı obor. Výraz pod odmocninou muśı být nezáporný, což bude vždy,
výraz uvnitř logaritmu muśı být kladný, muśı platit

√
x2 + y2 6= 0. Což nastane pro R2 \{(0, 0)}.

Funkce je spojitá a diferencovatelná na svém definičńım oboru.
Derivujeme složenou funkci. Vněǰśı je logaritmus, vnitřńı

√
x2 + y2, která je znovu složená.

∂f

∂x
=

1√
x2 + y2

1

2
√
x2 + y2

2x =
x

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

1√
x2 + y2

1

2
√
x2 + y2

2y =
y

x2 + y2
,

∂2f

∂x2
=

1.(x2 + y2)− x(2x)

(x2 + y2)2
=
−x2 + y2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

0.(x2 + y2)− x(2y)

(x2 + y2)2
=

−2xy

(x2 + y2)2
=

∂2f

∂y∂x
,

∂2f

∂y2
=

1.(x2 + y2)− y(2y)

(x2 + y2)2
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

©

Př́ıklad 38 Pomoćı řet́ızkového pravidla určete parciálńı derivace funkce

F (x, y) = ln(3x5 − 7xy + e)− sin(5x2 + 5y3)

x4 − y6
− ecos(x).
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Řešeńı: Muśı platit 3x5 − 7xy + e > 0, x4 − y6 6= 0. K řešeńı využijeme rozložeńı na vnitřńı

a vněǰśı funkce z př́ıkladu 22. Vněǰśı funkce f(u1, u2, u3, u4) = ln(u1) −
sin(u2)

u3
− eu4 má čtyři

proměnné, vnitřńı funkce maj́ı dvě proměnné. Parciálńı derivace spočteme podle vzorce

∂F

∂x
=

∂f

∂u1
· ∂ϕ1

∂x
+

∂f

∂u2
· ∂ϕ2

∂x
+

∂f

∂u3
· ∂ϕ3

∂x
+

∂f

∂u4
· ∂ϕ4

∂x

f(u1, u2, u3, u4) = ln(u1)−
sin(u2)

u3
− eu4 ,

∂f

∂u1
=

1

u1
,

∂f

∂u2
= −cos(u2)

u3
,

∂f

∂u3
= − sin(u2) ·

−1

(u3)2
=

sin(u2)

(u3)2
,

∂f

∂u4
= −eu4 .

ϕ1 = 3x5 − 7xy + e,
∂ϕ1

∂x
= 15x4 − 7y,

ϕ2 = 5x2 + 5y2,
∂ϕ2

∂x
= 10x,

ϕ3 = x4 − y6, ∂ϕ3

∂x
= 4x3,

ϕ4 = cos(x),
∂ϕ4

∂x
= − sin(x).

∂F

∂x
=

1

u1
(15x4 − 7y)− cos(u2)

u3
· 10x+

sin(u2)

u23
· 4x3 − eu4 · (− sin(x)) =

=
(15x4 − 7y)

3x5 − 7xy + e
− cos(5x2 + 5y2)

x4 − y6
· 10x+

sin(5x2 + 5y2)

(x4 − y6)2
· 4x3 + ecos(x) · sin(x).

Zápis
∂F

∂x
=

1

u1
(15x4 − 7y) − cos(u2)

u3
· 10x +

sin(u2)

(u3)2
· 4x3 − eu4 · (− sin(x)) neńı

matematicky správně, nebot’ v něm mı́cháme předpisy funkćı s r̊uznými proměnnými,
berte ho, prośım, sṕı̌se jako schéma. Druhý řádek už je parciálńı derivace funkce F (x, y)
se správnými proměnnými.

Pro výpočet parciálńı derivace podle y použijeme vzorec:

∂F

∂y
=

∂f

∂u1
· ∂ϕ1

∂y
+
∂f

∂u2
· ∂ϕ2

∂y
+
∂f

∂u3
· ∂ϕ3

∂y
+
∂f

∂u4
· ∂ϕ4

∂y
.
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Tentokrát nahrad́ıme proměnné ui předpisy ϕi ještě před sestaveńım derivace:

∂f

∂u1
=

1

u1
,

∂f

∂u1
(x, y) =

1

3x5 − 7xy + e
,

∂f

∂u2
= −cos(u2)

u3
,

∂f

∂u2
(x, y) = −cos(5x2 + 5y2)

x4 − y6
,

∂f

∂u3
= − sin(u2) ·

−1

u23
=

sin(u2)

(u3)2
,

∂f

∂u3
(x, y) =

sin(5x2 + 5y2)

(x4 − y6)2
,

∂f

∂u4
= −eu4 , ∂f

∂u4
(x, y) = −ecos(x),

ϕ1 = 3x5 − 7xy + e,
∂ϕ1

∂y
= 7x,

ϕ2 = 5x2 + 5y2,
∂ϕ2

∂y
= 10y,

ϕ3 = x4 − y6, ∂ϕ3

∂y
= −6y5,

ϕ4 = cos(x),
∂ϕ4

∂y
= 0.

∂F

∂y
=

1

3x5 − 7xy + e
· 7x− cos(5x2 + 5y2)

x4 − y6
· 10y +

sin(5x2 + 5y2)

(x4 − y6)2
· (−6y5)+

− ecos(x) · 0 =

=
7x

3x5 − 7xy + e
− 10y. cos(5x2 + 5y2)

x4 − y6
− 6y5 · sin(5x2 + 5y2)

(x4 − y6)2
.

Ani tento druhý postup neńı matematicky úplně správně, jelikož do derivace
∂f

∂ui
, což

je funkce proměnných u1, ..., u4 dosazujeme proměnné x, y. Opět ho tedy považujte za
schéma.

©

V předchoźım př́ıkladu bychom se bez řet́ızkového pravidla pro funkce v́ıce proměnných
dokázali obej́ıt. Parciálńı derivaci vńımáme jako derivaci funkce jedné proměnné, takže
by stačilo použ́ıt derivaci složené funkce a vzorec pro derivaci pod́ılu. Pro ten následuj́ıćı
je však řet́ızkové pravidlo vhodné.

Př́ıklad 39 Určete parciálńı derivace 1. řádu funkce F (x, y) = (3x2 + y2)
2x−y

.
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Řešeńı: Funkci rozděĺıme na vněǰśı a vnitřńı.

f(u, v) = uv, u = 3x2 + y2,

v = 2x− y,

kde kv̊uli definici exponenciálńı funkce muśı platit 3x2 + y2 > 0, tedy D = R2 \ {(0, 0)}.

∂f

∂u
= v · uv−1, ∂u

∂x
= 6x,

∂v

∂x
= 2,

∂f

∂v
= uv · lnu, ∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂y
= −1.

∂F

∂x
=
∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

= v.uv−1.6x+ uv. lnu.2 =

= (2x− y)
(
3x2 + y2

)2x−y−1
6x+

(
3x2 + y2

)2x−y
. ln(3x2 + y2).2 =

= (12x2 − 6xy)
(
3x2 + y2

)2x−y−1
+ 2.

(
3x2 + y2

)2x−y
ln(3x2 + y2).

∂F

∂y
=
∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

= v.uv−1.2y + uv. lnu.(−1) =

= (2x− y)
(
3x2 + y2

)2x−y−1
2y −

(
3x2 + y2

)2x−y
. ln(3x2 + y2) =

= (4xy − 2y2)
(
3x2 + y2

)2x−y−1 − (3x2 + y2
)2x−y

. ln(3x2 + y2).

©

Př́ıklad 40 Určete tečnou rovinu funkce f(x, y) = xy v bodě (e, 1).

Řešeńı: Spočteme parciálńı derivace a hodnoty v bodě (e, 1).

f(x, y) = xy, f(e, 1) = e1 = e,

∂f

∂x
(x, y) = y · xy−1, ∂f

∂x
(e, 1) = 1 · e1−1 = 1,

∂f

∂y
(x, y) = xy · lnx, ∂f

∂y
(e, 1)e1 · ln e = e.

z = f(e, 1)− ∂f

∂x
(e, 1)(x− e) +

∂f

∂y
(e, 1)(y − 1) = e+ 1(x− e) + e(y − 1)

z = x+ ey − e.
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Př́ıklad 41 Určete totálńı diferenciál prvńıho a druhého řádu funkce
f(x, y) = 7x3y4 − 3x2

y
+ 3y2 cos(xy3) v bodě (0, 1).

Řešeńı:
Využijeme parciálńı derivace z př́ıkladu 36. Pro funkci dvou proměnných můžeme psát

df(a, x) =
2∑
i=1

∂f(a)

∂xi
(xi − ai) =

∂f(a)

∂x
(x− a1) +

∂f(a)

∂y
(y − a2).

Do předpis̊u parciálńı derivace tud́ıž dosad́ıme bod a = (0, 1).

∂f

∂x
(0, 1) = 21x2y4 − 6x

y
− 3y5 sin(xy3)

∣∣∣∣
(0,1)

= 21.0− 6.0

1
− 3.1. sin(0) = 0,

∂f

∂y
(0, 1) = 28x3y3 +

3x2

y2
+ 6y cos(xy3)− 9xy4 sin(xy3)

∣∣∣∣
(0,1)

=

= 28.0 +
3.0

1
+ 6.1 cos(0)− 9.0 sin(0) = 6.

Totálńı diferenciál je tedy:

df = 0.(x− 0) + 6.(y − 1) = 6y − 6.

Pro totálńı diferenciál druhého řádu dosad́ıme do parciálńıch derivaćı druhého řádu bod
a = (0, 1).

∂2f

∂x2
(0, 1) = 42xy4 − 6

y
− 3y8 cos(xy3)

∣∣∣∣
(0,1)

= 42.0− 6

1
− 3.1. cos(0) =

= −6− 3 = −9,

∂2f

∂x∂y
(0, 1) = 84x2y3 +

6x

y2
− 15y4 sin(xy3)− 9xy7 cos(xy3)

∣∣∣∣
(0,1)

=

= 84.0 +
0

1
− 15. sin(0)− 9.0. cos(0) = 0,

∂2f

∂y2
(0, 1) = 84x3y2 − 6x2

y3
+ 6 cos(xy3)− 54xy3 sin(xy3)+

− 27x2y6 cos(xy3)

∣∣∣∣
(0,1)

=

= 84.0− 0

1
+ 6. cos(0)− 54.0. sin(0)− 27.0. cos(0) = 6.

Dosad́ıme do vzorce pro totálńı diferenciál druhého řádu

d2f(a) =
∂2f(a)

∂x2
(x− a1)2 + 2.

∂2f(a)

∂x∂y
(x− a1)(y − a2) +

∂2f(a)

∂y2
(y − a2)2 =

= −9.(x− 0)2 + 2.0.(x− 0)(y − 1) + 6.(y − 1)2 = −9x2 + 6(y − 1)2.

©
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Neřešené př́ıklady

1. Určete parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu funkce

(a) f(x, y) = x · sin(x+ y),

(b) f(x, y) = ln(x+ y2).

2. Určete tečnou rovinu funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě (1, 2).

Řešeńı:

1. (a)
∂f

∂x
= sin(x + y) + x · cos(x + y),

∂f

∂y
= x · cos(x + y),

∂2f

∂x2
= 2 cos(x + y) −

x sin(x+ y),
∂2f

∂x∂y
= cos(x+ y)− x · sin(x+ y),

∂2f

∂y2
= −x · sin(x+ y),

(b)
∂f

∂x
= 1

x+y2
,
∂f

∂y
= 2y

x+y2
,
∂2f

∂x2
= −1

(x+y2)2
,
∂2f

∂x∂y
= −2y

(x+y2)2
,
∂2f

∂x∂y
= −2y

(x+y2)2
,
∂2f

∂y2
=

2(x−y2)
(x+y2)2

pro body (x, y) splňuj́ıćı x > −y2.

2. 2x+ 4y − z − 5 = 0.

3.5 Taylorova věta pro funkce v́ıce proměnných

Základńı pojmy

Ćılem této kapitoly je zobecnit pojem Taylorova polynomu a Taylorovy věty pro funkce
v́ıce proměnných. Ukazuje se, že vzorec pro výpočet je analogický jednorozměrnému
Taylorovu polynomu, jen je třeba derivaci nahradit jej́ım zobecněńım, tedy totálńım
diferenciálem. Plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 19 Necht’ funkce f o n proměnných je (k + 1)-krát diferencovatelná na okoĺı O(a)
bodu a. Potom plat́ı

f(x) = f(a) +
df(a, x)

1!
+
d2f(a, x)

2!
+ · · ·+ dkf(a, x)

k!
+

+
dk+1f(a+ t(x− a), x+ t(x− a))

(k + 1)!
,

kde 0 < t < 1.

Definice 30 Výraz

Tk(f, a, x) = f(a) +
df(a, x)

1!
+
d2f(a, x)

2!
+ · · ·+ dkf(a, x)

k!
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z věty 19 se nazývá Taylor̊uv polynom do členu stupně k funkce f (se středem) v
bodě a a výraz

dk+1f(a+ t(x− a), x+ t(x− a))

(k + 1)!

se nazývá Lagrange̊uv tvar zbytku Taylorova polynomu do členu stupně k funkce f v
bodě a.

Kontrolńı otázky:

1. Co je grafem Taylorova polynomu 1. řádu?

Odpovědi:

1. Tečná rovina.

Řešené př́ıklady:

Př́ıklad 42 Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f(x, y) = e2x+y v bodě (0, 0).

Řešeńı: Pro Taylor̊uv polynom v bodě (x0, y0) plat́ı vzorec:

T (x, y) = f(x0, y0) +
df(x0, y0)

1!
+
d2f(x0, y0)

2!
.

f(x, y) = e2x+y, f(0, 0) = e0 = 1,

∂f

∂x
= e2x+y · 2, ∂f

∂x
(0, 0) = e0 · 2 = 2,

∂f

∂y
= e2x+y · 1, ∂f

∂x
(0, 0) = e0 · 1 = 1.

Totálńı diferenciál je: df(0, 0) = 2.(x− 0) + 1.(y − 0) = 2x+ y

.
∂2f

∂x2
= e2x+y · 2 · 2 = 4e2x+y,

∂2f

∂x2
(0, 0) = 4,

∂2f

∂x∂y
= e2x+y · 2 · 1 = 2e2x+y,

∂2f

∂x2
(0, 0) = 2,

∂2f

∂y2
= e2x+y · 1 = e2x+y,

∂2f

∂t2
(0, 0) = 1.

Totálńı diferenciál druhého řádu je:

d2f(0, 0) = 4 · (x− 0)2 + 2 · 2 · (x− 0)(y − 0) + (y − 0)2 = 4x2 + 4xy + y2,
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a tedy Taylor̊uv polynom druhého řádu:

T (x, y) = 1 +
2x− y

1!
+

4x2 + 4xy + y2

2!
= 1 + 2x+ y + 2x2 + 2xy +

1

2
y2.

©

Př́ıklad 43 Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f(x, y) =
ln(x2 + xy)

y2
v bodě

(e, 1).

Řešeńı:

f(x, y) =
ln(x2 + xy)

y2
,

∂f

∂x
=

1

y2
· 1

(x2 + xy)
· (2x+ y) =

2x+ y

y2(x2 + xy)
,

derivace podle y se spoč́ıtá pomoćı vzorce pro derivaci pod́ılu

∂f

∂y
=

1
(x2+xy)

· x · y2 − ln(x2 + xy) · 2y
y4

=
x

y2(x2 + xy)
− 2 · ln(x2 + xy)

y3
=

=
1

y2(x+ y)
− 2 · ln(x2 + xy)

y3
.

Dosad́ıme:

f(e, 1) =
ln(e2 + e)

1
= ln(e) + ln(e+ 1) = 1 + ln(e+ 1),

∂f

∂x
(e, 1) =

2e+ 1

(e2 + e)
,

∂f

∂y
(e, 1) =

1

(e+ 1)
− 2(1 + ln(e+ 1))

1
=

1

(e+ 1)
− 2− 2 ln(e+ 1).

Totálńı diferenciál je:

df(e, 1) = (
2e+ 1

(e2 + e)
) · (x− e) +

(
1

(e+ 1)
− 2− 2 ln(e+ 1)

)
(y − 1).
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∂2f

∂x2
=

2y2(x2 + xy)− (2x+ y)y2(2x+ y)

y4(x2 + xy)2
= (zkrát́ıme y)

=
2(x2 + xy)− (2x+ y)2

y2(x2 + xy)2
=
−2x2 − 2xy − y2

y2(x2 + xy)2
,

∂2f

∂x∂y
=

1 · y2(x2 + xy)− (2x+ y) (2y(x2 + xy) + y2x)

y4(x2 + xy)2
= (vytkneme y)

=
y2(x2 + xy)− (2x+ y)y (2(x2 + xy) + yx)

y4(x2 + xy)2
= (a zkrát́ıme)

=
y(x2 + xy)− (2x+ y) (2(x2 + xy) + yx)

y3(x2 + xy)2
= (uprav́ıme)

=
−4x3 − 7x2y − 2xy2

y3(x2 + xy)2
=
− (4x2 + 7xy + 2y2)

xy3(x+ y)2
.

Tato funkce je na svém definičńım oboru spojitá, následuj́ıćı derivaci tedy poč́ıtáme sṕı̌se
pro kontrolu a procvičeńı.

∂2f

∂y∂x
=

1

y2
· −1

(x+ y)2
− 1

y3
· 2(2x+ y)

(x2 + xy)
=

=
yx− 2(2x+ y)(x+ y)

y3x(x+ y)2
=
−4x2 − 7xy − 2y2

xy3(x+ y)2
.

∂2f

∂y2
=
−2y(x+ y)− y2 · 1

y4(x+ y)2
−

2
(x2+xy)

xy3 − 2 ln(x2 + xy) · 3y2

y6
(zkrát́ıme y)

=
−2(x+ y)− y
y3(x+ y)2

− 2x

(x2 + xy)y3
+

6 ln(x2 + xy)

y4
=

=
−2x− 3y

y3(x+ y)2
− 2

y3(x+ y)2
+

6 ln(x2 + xy)

y4
=

=
−4x− 5y

y3(x+ y)2
+

6 ln(x2 + xy)

y4
.

Dosad́ıme:

∂2f

∂x2
(e, 1) =

−2e2 − 2e− 1

(e2 + e)2
=
−(2e2 + 2e+ 1)

e2(e+ 1)2
,

∂2f

∂x∂y
(e, 1) =

− (4e2 + 7e+ 2)

e(e+ 1)2
,

∂2f

∂y2
(e, 1) =

−4e− 5

(e+ 1)2
+ 6 ln(e2 + e) =

−(4e+ 5)

(e+ 1)2
+ 6− 6 ln(e+ 1).
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Totálńı diferenciál druhého řádu je:

d2f(e, 1) =
−(2e2 + 2e+ 1)

e2(e+ 1)2
(x− e)2 + 2

− (4e2 + 7e+ 2)

e(e+ 1)2
(x− e)(y − 1)+

+

(
−(4e+ 5)

(e+ 1)2
+ 6− 6 ln(e+ 1)

)
(y − 1)2.

Taylor̊uv polynom druhého řádu je tedy:

T (x) = 1 + ln(e+ 1) + (
2e+ 1

(e2 + e)
) · (x− e) +

(
1

(e+ 1)
− 2− 2 ln(e+ 1)

)
(y − 1)+

+
−(2e2 + 2e+ 1)

e2(e+ 1)2
(x− e)2 + 2

− (4e2 + 7e+ 2)

e(e+ 1)2
(x− e)(y − 1)+

+

(
−(4e+ 5)

(e+ 1)2
+ 6− 6 ln(e+ 1)

)
(y − 1)2.

Pro lepš́ı představu přibližně urč́ıme hodnoty č́ıselných výraz̊u:

T (x)
.
= 2, 313 + 0, 637(x− e)− 4, 358(y − 1)− 0, 208(x− e)2+

− 2, 692(x− e)(y − 1)− 3, 028(y − 1)2.

©

Neřešené př́ıklady:

1. Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f(x, y) = etg(x−y) v bodě (0, 0).

Řešeńı:

1. T (x) = 1 + x+ y + x2 + 2xy + y2.

3.6 Derivace implicitńı funkce

Základńı pojmy

Definice 31 Necht’ F (x, y) je spojitá funkce dvou proměnných. Jestlǐze existuje spojitá
funkce y = f(x) taková, že pro každé x ∈ D(f) plat́ı F (x, f(x)) = 0, potom se funkce f(x)
nazývá funkce zadaná implicitně rovnićı F (x, y) = 0.
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Př́ıkladem implicitně zadané funkce může být i obecná rovnice př́ımky 2x−3y+1 = 0,
kterou lze explicitně vyjádřit ve tvaru y = 2x+1

3 . Předpis F (x, y) = 2x − 3y + 1 pak
definuje funkci v́ıce proměnných, jej́ımž grafem je plocha (v tomto př́ıpadě rovina).
Pokud tuto plochu protneme s ”vodorovnou” rovinou xy (s předpisem z=0), tedy
F (x, y) = 0, źıskáme opět p̊uvodńı př́ımku v implicitńım tvaru.

Ne vždy je možné rovnici F (x, y) = 0 upravit do explicitńıho tvaru. V takovém př́ıpadě
neńı zkoumaná křivka funkćı. (Jednomu x je přǐrazeno v́ıce y). Př́ıkladem může být
např́ıklad parabola x = y2. Přesto, pokud nás zaj́ımá pouze chováńı funkce na okoĺı
nějakého bodu, za určitých podmı́nek může předpis definovat na tomto okoĺı implicitńı
funkci. Zdánlivě složitý pohled ”o dimenzi výš” nám umožńı tyto podmı́nky určit a
také spoč́ıtat prvńı a druhou derivaci funkce y = f(x) v tomto bodě.

Věta 20 Necht’ F (x, y) je funkce definovaná na okoĺı bodu (x0, y0). Necht’ funkce F (x, y) je
na nějakém okoĺı bodu (x0, y0) spojitá a má na něm spojité parciálńı derivace až do k-tého

řádu. Necht’ je F (x0, y0) = 0 a ∂F (x0,y0)
∂y

6= 0.

Potom existuj́ı kladná č́ısla ε a δ taková, že rovnićı F (x, y) = 0 je na intervalu I =
(x0 − ε, x0 + ε) určena jediná spojitá funkce y = f(x) taková, že pro každé x ∈ I je
F (x, f(x)) = 0, y0 = f(x0) a f(x) ∈ (y0− δ, y0 + δ), a funkce f(x) má v intervalu I spojité
derivace až do k-tého řádu.

Pro prvńı a druhou derivaci plat́ı

f ′(x0) = −
∂F (x0,y0)

∂x
∂F (x0,y0)

∂y

,

f ′′(x0) = −
∂2F (x0,y0)

∂x2
+ 2∂

2F (x0,y0)
∂x∂y

· f ′(x0) + ∂2F (x0,y0)
∂y2

· (f ′(x0))2
∂F (x0,y0)

∂y

.

Č́ısla ε a δ a definuj́ı obdélńık, na kterém lze křivku s předpisem f(x, y) = 0 chápat
jako funkci jedné proměnné y = f(x). Často také ř́ıkáme, že předpis definuje implicitně
zadanou funkci na okoĺı bodu. Jedno takové okoĺı najdete na obrázku 3.3.

Kontrolńı otázky

1. Plat́ı tvrzeńı: Jestliže lze funkci vyjádřit v explicitńım tvaru, pak ji lze vyjádřit i ve
tvaru implicitńım?

2. Plat́ı tvrzeńı: Jestliže lze funkci vyjádřit v implicitńım tvaru, pak ji lze vyjádřit i ve
tvaru explicitńım?

Odpovědi:

1. Ano, plat́ı. Každou funkci ve tvaru y = f(x) lze upravit na tvar y − f(x) = 0.
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Obrázek 3.3: Implicitně zadaná funkce na okoĺı bodu (π, 0). Zde je zvoleno ε = 1, δ = π
2
.

2. Obecně neplat́ı. Např́ıklad předpis kružnice x2+y2 = r2 nelze př́ımo upravit do tvaru
y = .... To lze učinit jen za podmı́nek věty 20. Pro výše zmı́něnou kružnici to lze ve
všech bodech, kromě [−r, 0] a [r, 0], jelikož v těchto bodech je nulová derivace podle
y.

Řešené př́ıklady:

Př́ıklad 44 Ověřte, že rovnice x2 + 2xy − y2 = a2, a > 0 definuje na okoĺı bodu (a, 0)
implicitńı funkci y = f(x), pokud ano, určete y′, y′′ a tečnu v tomto bodě.

Řešeńı: Nejprve uprav́ıme předpis do tvaru F (x, y) = 0, tedy x2 + 2xy − y2 − a2 = 0 a
definujeme F (x, y) = x2 + 2xy − y2 − a2. Ověř́ıme předpoklady věty:

1. F (x, y) i jej́ı parciálńı derivace jsou spojité v daném bodě:
Funkce F (x, y) je polynomická, tedy definovaná a spojitá na celé R2 a tedy i v bodě
(a, 0).

∂F

∂x
= 2x+ 2y

∂F

∂y
= 2x− 2y

 = obě jsou spojité.

2. F (a, 0) = 0 :

F (a, 0) = x2 + 2xy − y2 − a2
∣∣
(a,0)

= a2 + 0− 0− a2 = 0.

3.
∂F

∂y
6= 0 :

∂F

∂y
= 2x− 2y|(a,0) = 2a 6= 0.

72



Ověřili jsme, že předpis definuje implicitně zadanou funkci na okoĺı bodu (a, 0). Pro výpočet
derivace y′ lze zderivovat obě strany rovnice podle x, přičemž y se derivuje jako y′, už́ıvaj́ı
se obvyklá pravidla, zde použijeme vzorec pro derivaci součinu.

x2 + 2xy − y2 − a2 = 0, (zderivujeme)

2x+ 2 · 1y + 2xy′ − 2yy′ =0, (vyjádř́ıme y′)

y′(2x− 2y) = −2x− 2y,

y′ =
−x− y
x− y

.

Jako kontrolu správnosti můžeme použ́ıt vzorec

y′ = −
∂F (x0,y0)

∂x
∂F (x0,y0)

∂y

=
−(2x+ 2y)

2x− 2y
=
−(x+ y)

x− y
.

Nezapomeňte, že tento předpis plat́ı pouze na okoĺı bodu (a, 0), pro ostatńı body
nemáme ověřeny předpoklady.

Dosad́ıme bod (a, 0):

y′(a) =
−(x+ y)

x− y

∣∣∣∣
(a,0)

=
−a− 0

a− 0
= −1.

Derivace funkce v bodě a je záporná, tud́ıž je funkce y na okoĺı bodu klesaj́ıćı.

Pro výpočet druhé derivace y′′ znovu zderivujeme rovnici

2x+ 2 · 1y + 2xy′ − 2yy′ = 0, (zderivujeme)

2 + 2y′ + 2y′ + 2xy′′ − 2yy′ − 2yy′′ = 0, (vyjádř́ıme y′′)

y′′(2x− 2y) = −2− 4y′ + 2(y′)2,

y′′ =
−1− 2y′ + (y′)2

x− y
.

Dosad́ıme x = a, y = 0, y′ = −1.

y′′(a) =
−1− 2(−1) + (−1)2

a− 0
=

2

a
.

Jelikož je druhá derivace funkce y kladná (a > 0), v́ıme, že funkce y je na okoĺı bodu
a konvexńı.

Pro určeńı tečny v bodě (x0, f(x0)) = (a, 0) použijeme vzorec y = f ′(x)(x − x0) + f(x0),
kde dosad́ıme f ′(x0) = −1.

t : y = −1(x− a) + 0,

y = −x+ a.
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Úlohu vyřeš́ıme ještě jednou pomoćı dosazeńı do vzorce. Už jsme viděli, že

y′ = −
∂F (x0,y0)

∂x
∂F (x0,y0)

∂y

=
−(2x+ 2y)

2x− 2y
=
−(x+ y)

x− y
a y′(a) = −1.

Spočteme parciálńı derivace druhého řádu:

∂2F

∂x2
= 2,

∂2F

∂y2
= −2,

∂2F

∂x∂y
= 2.

Jsou to konstantńı funkce, takže i pro bod (a, 0) maj́ı stále stejnou hodnotu. Dosad́ıme do
vzorce

f ′′(x0) = −
∂2F (x0,y0)

∂x2
+ 2∂

2F (x0,y0)
∂x∂y

· f ′(x0) + ∂2F (x0,y0)
∂y2

· (f ′(x0))2
∂F (x0,y0)

∂y

=

= −2 + 2 · 2 · (−1) + (−2)(−1)2

a
= −2− 4− 2

2a
=

2

a
.

©

Př́ıklad 45 Ověřte, že rovnice xy + x2ey − cosx = π2 + 1 definuje na okoĺı bodu (π, 0)
implicitńı funkci y = f(x), pokud ano, určete y′, y′′ a tečnu v tomto bodě.

Řešeńı: Nejprve uprav́ıme předpis do tvaru F (x, y) = 0, tedy xy+x2ey−cosx−π2−1 = 0
a proto definujeme F (x, y) = xy + x2ey − cosx− π2 − 1. Ověř́ıme následuj́ıćı podmı́nky:

1. F (x, y) i jej́ı parciálńı derivace jsou spojité v daném bodě:
Funkce F (x, y) je spojitá v R2, tedy i v bodě (π, 0).

∂F

∂x
= y + 2xey + sinx

∂F

∂y
= x+ x2ey

 = obě jsou spojité.

2. F (π, 0) = 0:

F (π, 0) = xy + x2ey − cosx− π2 − 1
∣∣
(π,0)

= π.0 + π2e0 − cosπ − π2 − 1 =

= π2 − (−1)− π2 − 1 = 0.
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3.
∂F

∂y
(π, 0) 6= 0:

∂F

∂y
(π, 0) = x+ x2ey

∣∣
(π,0)

= π + π2e0 = π + π2 6= 0.

Na okoĺı bodu (π, 0) je předpisem implicitně definovaná funkce. Můžeme derivovat.

xy + x2ey − cosx− π2 − 1 = 0, (zderivujeme)

1.y + x.y′ + 2x.ey + x2ey.y′ + sinx = 0, (vyjádř́ıme y′)

y′(x+ x2ey) = −y − 2xey − sinx,

y′ =
−y − 2xey − sinx

x+ x2ey
.

Jako kontrolu správnosti můžeme použ́ıt vzorec

y′ = −
∂F (x0,y0)

∂x
∂F (x0,y0)

∂y

=
−(y + 2xey + sinx)

x+ x2ey
.

Nezapomeňte, že tento předpis plat́ı pouze na okoĺı bodu (π, 0).

Dosad́ıme bod (π, 0):

y′(π) =
−y − 2xey − sinx

x+ x2ey

∣∣∣∣
(π,0)

=
−0− 2πe0 − sin 0

π + π2e0
=
−2π

π + π2
=

=
−2

1 + π
.
= −0, 48.

Znovu zderivujeme rovnici

1.y + x.y′ + 2x.ey + x2ey.y′ + sinx = 0,

y′ + 1.y′ + x.y′′ + 2.ey + 2xey.y′ + x2(ey.y′) + cos x = 0,

y′ + y′ + xy′′ + 2ey + 2xey.y′ + 2x(ey.y′) + x2(eyy′y′ + ey.y′′) + cos x = 0,

2y′ + xy′′ + 2ey + 4xy′ey + x2(y′)2ey + x2y′′ey + cosx = 0,

(vyjádř́ıme y′′)

y′′(x+ x2ey) = −2y′ − 2ey − 4xy′ey − x2(y′)2ey − cosx,

y′′ =
−2y′ − 2ey − 4xy′ey − x2(y′)2ey − cosx

x+ x2ey
.
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Dosad́ıme x = π, y = 0, y′ =
−2

1 + π
:

y′′(π) =
−2
( −2
1+π

)
− 2e0 − 4π −2

1+π
e0 + π2

( −2
1+π

)2
e0 − cos π

π + π2e0
=

=

4
1+π
− 2 + 8π

1+π
+ π2 4

(1+π)2
− (−1)

π + π2
=

=
1

π + π2

1

(1 + π)2
(
4(1− π)− 2(1 + π)2 + 8π(1 + π) + 4π2 + 1(1 + π)

)
=

=
10π2 + π + 3

π(1 + π)3
.
= 0, 47.

Ještě zbývá určit tečnu v bodě (π, 0). Použijeme vzorec y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0) a

dosad́ıme: x0 = π, f ′(x0) =
−2

1 + π
, f(x0) = 0

y =
−2

1 + π
(x− π) + 0,

y =
−2x

1 + π
+

2π

1 + π
,

y
.
= −0, 48x+ 1, 48.

Graf této implicitně zadané funkce najdete na obrázku 3.3.

©

3.7 Lokálńı extrémy funkce

Základńı pojmy

Definice 32 Řı́káme, že funkce f o n proměnných má v bodě a lokálńı maximum (resp.
minimum), právě když existuje okoĺı O(a) bodu a takové, že pro každý bod x ∈ O(a)
plat́ı f(x) ≤ f(a) (resp. f(x) ≥ f(a)). Řı́káme, že funkce f má v bodě a ostré lokálńı
maximum (resp. minimum), právě když existuje okoĺı O(a) bodu a takové, že pro každý
bod x ∈ P (a) plat́ı f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

Věta 21 Jestlǐze funkce f má v bodě a lokálńı extrém a jestlǐze existuj́ı parciálńı derivace
∂f(a)
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n, pak pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı ∂f(a)
∂xi

= 0.

Hledáńı bod̊u podezřelých z extrému, tzv. stacionárńıch bod̊u je analogické jedno-
rozměrnému př́ıpadu. Spočteme parciálńı derivace a polož́ıme je všechny rovny nule.
Pro funkce v́ıce proměnných nejde o jednu rovnici, ale o soustavu rovnic. Pro funkci n
proměnných dostaneme soustavu n rovnic.
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Věta 22 Necht’ bod a je stacionárńı bod funkce f(x, y) dvou proměnných, necht’ funkce f(x, y)
má v bodě a spojité všechny parciálńı derivace druhého řádu a necht’

D(a) =
∂2f(a)

∂x2
· ∂

2f(a)

∂y2
−
(
∂2f(a)

∂x∂y

)2

.

Potom funkce f(x, y)

a) má v bodě a ostré lokálńı minimum, jestlǐze D(a) > 0 a ∂2f(a)
∂x2

> 0,

b) má v bodě a ostré lokálńı maximum, jestlǐze D(a) > 0 a ∂2f(a)
∂x2

< 0,

c) nemá v bodě a lokálńı extrém, jestlǐze D(a) < 0.

Jestlǐze D(a) = 0, pak na základě této věty nem̊užeme rozhodnout.

Předpis D(a) = ∂2f(a)
∂x2

· ∂
2f(a)
∂y2

−
(
∂2f(a)
∂x∂y

)2
lze źıskat také jako determinant matice:∣∣∣∣∣

∂2f(a)
∂x2

∂2f(a)
∂x∂y

∂2f(a)
∂y∂x

∂2f(a)
∂y2

∣∣∣∣∣, kde pro funkci se spojitými derivacemi můžeme už́ıt ∂2f(a)
∂x∂y = ∂2f(a)

∂y∂x .

Matice se nazývá Hessova, determinant hessián.

Kontrolńı otázky

1. Dokážeme vždy určit stacionárńı body?

2. Dokážeme vždy určit, zda funkce ve stacionárńım bodu nabývá extrému?

Odpovědi:

1. Nedokážeme. Velmi snadno źıskáme soustavu, kterou nebudeme umět vyřešit. Stač́ı,
aby rovnice byly vyšš́ıho stupně.

2. Nedokážeme, pokud je hessián roven nule, tato metoda nestač́ı k rozhodnut́ı.

Z odpověd́ı na otázky je vidět, že tato metoda (a s ńı i všechny následuj́ıćı) jsou v užit́ı
poměrně omezené. Budeme jimi tedy řešit jen jednoduché př́ıklady.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 46 Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 4xy2 − 2x− 2.

Řešeńı: Je to polynomická funkce, definičńı obor: Df = R2. Pomoćı parciálńıch derivaćı
prvńıho řádu urč́ıme body podezřelé z extrému.

∂f

∂x
= 2x+ 4y2 − 2,

∂f

∂y
= 8xy.
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Parciálńı derivace polož́ıme rovné nule a vyřeš́ıme soustavu.

2x+ 4y2 − 2 = 0,

8xy = 0, potom x = 0 nebo y = 0.

x = 0 : y = 0 :

2 · 0 + 4y2 − 2 = 0, 2x− 2 = 0,

y2 =
1

2
, x = 1.

y = ± 1√
2
.

Body podezřelé z extrému jsou
(

0,
√
2
2

)
,
(

0,−
√
2
2

)
, (1, 0).

Spočteme parciálńı derivace druhého řádu pro Hessovu matici:

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂x∂y
= 8y,

∂2f

∂y∂x
= 8y,

∂2f

∂y2
= 8x.

A postupně dosad́ıme podezřelé body.∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(0,
√
2
2

),
∂2f

∂x∂y
(0,
√
2
2

)

∂2f

∂y∂x
(0,
√
2
2

),
∂2f

∂y2
(0,
√
2
2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2, 8 ·
√
2
2

8 ·
√
2
2
, 8 · 0

∣∣∣∣∣ = 0−
(

4 ·
√

2
)2
< 0,

tedy v bodě
(

0,
√
2
2

)
funkce nenabývá extrému.

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(0,−

√
2
2

),
∂2f

∂x∂y
(0,−

√
2
2

)

∂2f

∂y∂x
(0,−

√
2
2

),
∂2f

∂y2
(0,−

√
2
2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2, −8 ·
√
2
2

−8 ·
√
2
2
, 8 · 0

∣∣∣∣∣ = 0−
(

4 ·
√

2
)2
< 0,

a funkce v bodě
(

0,−
√
2
2

)
také nenabývá extrému.∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f

∂x2
(1, 0),

∂2f

∂x∂y
(1, 0)

∂2f

∂y∂x
(1, 0),

∂2f

∂y2
(1, 0)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2, 8 · 0
8 · 0, 8 · 1

∣∣∣∣ = 16− 0 > 0,

tedy funkce nabývá extrému v bodě [1, 0]. Podle členu
∂f 2

∂x2
(1, 0) > 0 v́ıme, že funkce v

tomto bodě nabývá lokálńıho minima. Zbývá spoč́ıtat hodnotu funkce v tomto bodě.

f(1, 0) = f(x, y) = x2 + 4xy2 − 2x− 2
∣∣
(1,0)

= 1 + 4 · 0− 2− 2 = −3.
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Obrázek 3.4: Vrstevnicový graf funkce f(x, y) = x2 + 4xy2 − 2x− 2.

Na obrázku je vidět funkce klesaj́ıćı k minimu, ale i sedlové body funkce.

©

Př́ıklad 47 Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = ln(x− y) + x2 − y.

Řešeńı: Definičńı obor: x− y > 0, tedy Df = {x ∈ R2 | y < x}.

Nejprve urč́ıme body podezřelé z extrému:

∂f

∂x
=

1

x− y
· 1 + 2x,

∂f

∂y
=

1

x− y
· (−1)− 1.

Parciálńı derivace polož́ıme rovné nule a vyřeš́ıme soustavu.

1

x− y
· 1 + 2x = 0, 1 + 2x(x− (1 + x)) = 0,

1

x− y
· (−1)− 1 = 0, 1 + 2x(−1) = 0,

1 + 2x(x− y) = 0, x =
1

2
,

−1− (x− y) = 0,⇒ y = 1 + x. y = 1 +
1

2
=

3

2
.
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Bodem podezřelým z extrému je tedy [1
2
, 3
2
]. Dř́ıve než začnete poč́ıtat druhé derivace,

uvědomte si, že bod [1
2
, 3
2
] nelež́ı v definičńım oboru, tedy pro něj nemá smysl určovat Hes-

sovu matici. Funkce f(x, y) = ln(x− y) +x2− y tedy nemá lokálńı extrém v žádném bodě.
©

Můžeme trochu upravit zadáńı a přidat do logaritmu absolutńı hodnotu. T́ım rozš́ı̌ŕıme
definičńı obor a úloha tak bude zaj́ımavěǰśı.

Př́ıklad 48 Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = ln |x− y|+ x2 − y.

Řešeńı: Definičńı obor: |x− y| > 0, což plat́ı skoro vždy, až na př́ımku y = x.
Df = {x ∈ R2 | y 6= x}.

Připomeňme, že derivaci (ln |x|)′ lze poč́ıtat zvlášt’ pro x kladné
a záporné.

Pro x > 0 : (ln |x|)′ = (lnx)′ =
1

x
,

pro x < 0 : (ln |x|)′ = (ln(−x))′ =
1

−x
· (−1) =

1

x
.

Je zřejmé, že parciálńı derivace z̊ustávaj́ı stejné, jako v předchoźım př́ıkladu,

∂f

∂x
=

1

x− y
· 1 + 2x,

∂f

∂y
=

1

x− y
· (−1)− 1,

stejně tak i podezřelý bod (1
2
, 3
2
).

Pro Hessovu matici spočteme parciálńı derivace druhého řádu

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
(x− y)−1 + 2x

)
= −1(x− y)−2 · 1 + 2 =

−1

(x− y)2
+ 2,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
(x− y)−1 + 2x

)
= −1(x− y)−2 · (−1) =

1

(x− y)2
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
−(x− y)−1 − 1

)
= −1 · (−1)(x− y)−2 =

1

(x− y)2
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
−(x− y)−1 − 1

)
= −1 · (−1)(x− y)2 · (−1) =

−1

(x− y)2
.

a dosad́ıme:∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f

∂x2
(
1
2
, 3
2

)
,

∂2f

∂x∂y

(
1
2
, 3
2

)
∂2f

∂y∂x

(
1
2
, 3
2

)
,

∂2f

∂y2
(
1
2
, 3
2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −1(−1)2 + 2, 1
(−1)2

1
(−1)2 , −1

(−1)2

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣1, 1
1, −1

∣∣∣∣ = −2 < 0,
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tedy funkce f(x, y) = ln |x − y| + x2 − y v bodě
(
1
2
, 3
2

)
nenabývá extrému, bod

(
1
2
, 3
2

)
je

sedlovým bodem této funkce.

Obrázek 3.5: Vrstevnicový graf funkce f(x, y) = ln |x− y|+ x2 − y.

©

3.8 Vázané extrémy funkce

Necht’ z = f(x, y) je funkce dvou proměnných a necht’ M = {(x, y) ∈ D(f) : g(x, y) = 0}.
Lokálńı extrémy funkce f na množině M se nazývaj́ı vázané lokálńı extrémy a podmı́nka
(funkce) g(x, y) = 0, která určuje množinu M , se nazývá vazba.
Při hledáńı vázaných extrémů mohou nastat dva př́ıpady:

a) Vazba g(x, y) = 0 určuje jedinou funkci y = ϕ(x). Potom vázané extrémy dané
funkce z = f(x, y) hledáme jako lokálńı extrémy funkce z = F (x) = f(x, ϕ(x)) jedné
proměnné x.

Z hlediska funkce dvou proměnných g(x, y) je role proměnných x a y symetrická. Pokud
lze vazba vyjádřit ve tvaru x = ψ(y), potom vázané extrémy dané funkce z = f(x, y)
hledáme jako lokálńı extrémy funkce z = Ψ(y) = f(ψ(y), y) jedné proměnné.

b) Vazba g(x, y) = 0 neurčuje jedinou funkci y = ϕ(x). V tomto př́ıpadě postupujeme
tzv. Lagrangeovou metodou neurčitých koeficient̊u. Sestroj́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y) = f(x, y) + λg(x, y)

a hledáme lokálńı extrémy této funkce s vazbou g(x, y) = 0. To vede k řešeńı soustavy
rovnic

∂L(x, y)

∂x
=
∂f(x, y)

∂x
+ λ

∂g(x, y)

∂x
= 0,
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∂L(x, y)

∂y
=
∂f(x, y)

∂y
+ λ

∂g(x, y)

∂y
= 0,

g(x, y) = 0.

Z této soustavy urč́ıme neznámé x, y, λ. O typu extrému pak rozhodneme podle věty 22.

Obecně může být vazebných podmı́nek v́ıc. Lagrangeových multiplikátor̊u pak bude
také v́ıce. Např́ıklad pro tři vazby bude Lagrangeova funkce:

L(x, y) = f(x, y) + λ1g1(x, y) + λ2g2(x, y) + λ3g3(x, y).

Po zderivováńı pak obdrž́ıme soustavu pěti rovnic o pěti neznámých.

Zřejmě je L(x, y) = f(x, y) pro (x, y) ∈M , protože g(x, y) = 0 pro (x, y) ∈M .
Má-li funkce L v bodě a ∈M lokálńı extrém, pak má v bodě a lokálńı extrém vzhledem k
množině M i funkce f , a to extrém stejného typu jako funkce L.
Jestliže funkce f má v bodě a lokálńı extrém na množině M , potom funkce L nemuśı mı́t
v bodě a lokálńı extrém. To znamená, že tato metoda nemuśı naj́ıt všechny vázané lokálńı
extrémy funkce f na množině M .

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 49 Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = x2y+3xy+y−x vzhledem k podmı́nce
9x2 + x− y = 0.

Řešeńı: Vazbu je možné vyjádit ve tvaru y = 9x2 + x, můžeme za y dosadit a źıskáme
tak funkci jedné proměnné.

F (x) = f(x, ϕ(x)) = x2(9x2 + x) + 3x(9x2 + x) + 9x2 + x− x = 9x4 + 28x3 + 12x2

Funkci zderivujeme a polož́ıme rovno nule, abychom našli body podezřelé z extrému.

F ′(x) = 36x3 + 84x2 + 24x,

36x3 + 84x2 + 24x = 0, / : 12 D = 49− 4 · 3 · 2 = 25,

3x3 + 7x2 + 2x = 0, x =
−7± 5

6
,

x
(
3x2 + 7x+ 2

)
= 0. x1 = 0, x2 = −1

3
, x3 = −2.

Rozhodneme, zda jsou stacionárńı body skutečně body extrému.

F ′′(x) =
(
12 · (3x3 + 7x2 + 2x)

)′
= 12 · (9x2 + 14x+ 2).

Dosad́ıme stacionárńı body:

F ′′(0) = 12 · (0 + 0 + 2) > 0,
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funkce je konvexńı, je to bod lokálńıho minima.

F ′′(−1

3
) = 12

(
9.

(
−1

3

)2

+ 14.

(
−1

3

)
+ 2

)
=

(
9 · 1

9
− 14

3
+ 2

)
=

= 12

(
3− 14

3

)
< 0,

funkce je konkávńı, tedy je to bod lokálńıho maxima.

F ′′(−2) = 12
(
9(−2)2 + 14.(−2) + 2

)
= 12(9.4− 14.2 + 2) =

= 12.2(18− 14 + 2) > 0,

funkce je konvexńı, tedy je to bod lokálńıho minima.

Je třeba dopoč́ıtat druhou souřadnici bodu a hodnoty extrémů.

y(x) = ϕ(x) = 9x2 + x,

y(0) = ϕ(0) = 0,

y(−1

3
) = ϕ(−1

3
) = 9 ·

(
−1

3

)2

+

(
−1

3

)
= 9 · 1

3
− 1

3
=

2

3
,

y(−2) = ϕ(−2) = 9.(−2)2 + (−2) = 34.

Pro výpočet hodnoty funkce si můžeme vybrat, jestli budeme dosazovat x do předpisu
F (x) nebo dvojici (x, y) do předpisu f(x, y). Výsledek bude stejný.

F (0) = 9x4 + 28x3 + 12x2
∣∣
x=0

= 0.

Funkce má v bodě (0, 0) lokálńı minimum vzhledem k podmı́nce s hodnotou 0.

F

(
−1

3
,
2

3

)
= x2y + 3xy + y − x

∣∣
(− 1

3
, 2
3
)

=

=

(
−1

3

)2

· 2

3
+ 3 ·

(
−1

3

)
· 2

3
+

2

3
−
(
−1

3

)
=

=
1

9
· 2

3
− 2

3
+

2

3
+

1

3
=

11

27
.

Funkce má v bodě
(
−1

3
, 2
3

)
lokálńı maximum vzhledem k podmı́nce s hodnotou

11

27
.

F (−2) = 9x4 + 28x3 + 12x2
∣∣
x=−2 = 9 · 24 − 28 · 23 + 12 · 22 = −32.
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Funkce má v bodě (−2, 34) lokálńı minimum vzhledem k podmı́nce s hodnotou −32.

©

Př́ıklad 50 Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 4x − 2y +
√

5 vzhledem k podmı́nce
x2 + y2 = 1.

Řešeńı: Jelikož podmı́nku nelze vyjádřit jako závislost jedné proměnné na druhé, jedná
se o př́ıpad b) a použjeme Lagrangeovy multiplikátory. Předpis podmı́nky je kružnice,
hledáme tedy extrémy funkce vzhledem k této kružnici. Vazbu vyjádř́ıme ve tvaru g(x, y) =
x2 + y2 − 1, pro body na kružnici plat́ı g(x, y) = 0. Pak definujeme funkci

L(x, y) = 4x− 2y +
√

5− λ(x2 + y2 − 1) řeš́ıme soustavu:

∂f

∂x
= 4− 2λx, 4− 2λx = 0,

∂f

∂y
= −2− 2λy, −2− 2λy = 0,

x2 + y2 = 1.

Prvńı dvě rovnice uprav́ıme:

2λ = 4, 2λy = −2,

λx = 2, λy = −1,

x =
2

λ
, y =

1

λ
,

a dosad́ıme do třet́ı:

4

λ2
+

1

λ2
= 1,

4 + 1 = λ2,

λ = ±
√

5. λ = −
√

5, x = − 2√
5
, y =

1√
5
,

λ =
√

5 x =
2√
5
, y = − 1√

5
.

Urč́ıme parciálńı derivace druhého řádu pro Hessovu matici:

∂2f

∂x2
= −2λ,

∂2f

∂x∂y
= 0,

∂2f

∂y∂x
= 0,

∂2f

∂y2
= −2λ.
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Postupně dosad́ıme oba body:∣∣∣∣2√5, 0,

0, 2
√

5

∣∣∣∣ = 4
√

5− 0 = 4
√

5 > 0

a v funkce má v bodě
(
− 2√

5
, 1√

5

)
lokálńı extrém. Jelikož ∂2f

∂x2
> 0, má funkce v tomto bodě

lokálńı minimum. Zbývá dopoč́ıtat hodnotu:

f

(
− 2√

5
,

1√
5

)
= 4x− 2y +

√
5
∣∣∣(
− 2√

5
, 1√

5

) = − 8√
5
− 2√

5
+
√

5 =

= − 10√
5

+
√

5 = −2
√

5 +
√

5 = −
√

5.

∣∣∣∣−2
√

5, 0,

0, −2
√

5

∣∣∣∣ = 4
√

5− 0 = 4
√

5 > 0

a v funkce má v bodě
(

2√
5
,− 1√

5

)
lokálńı extrém. Jelikož ∂2f

∂x2
< 0, má funkce v tomto bodě

lokálńı maximum. Zbývá dopoč́ıtat hodnotu:

f

(
2√
5
,− 1√

5

)
= 4x− 2y +

√
5
∣∣∣(

2√
5
,− 1√

5

) =
8√
5

+
2√
5

+
√

5 = 3
√

5.

Obrázek 3.6: K vázaným extrémům funkce f(x, y) = 4x− 2y +
√

5.

©

Neřešené př́ıklady:

1. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 1
x

+ 1
y

vzhledem k podmı́nce 1
x2

+ 1
y2

= 1.
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Odpovědi:

1. Maximum v bodě (
√

2,
√

2) s hodnotou
√

2, minimum v bodě (−
√

2,−
√

2) s hodnotou
−
√

2.

3.9 Absolutńı extrémy funkce

Základńı pojmy

Definice 33 Necht’ M ⊆ Rn je uzavřená množina. Řekneme, že reálná funkce f má v bodě
a ∈ M absolutńı nebo globálńı maximum (minimum) na množině M , právě když
pro každé x ∈M je f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)).

Úlohu určit absolutńı extrémy na množině M rozděĺıme na problém určeńı lokálńıch
extrémů na vnitřku M , což je otevřená množina. A na určeńı extrémů vzhledem k hra-
nici, což jsou extrémy vázané podmı́nkou. Pokud neńı hranice určena jedńım předpisem,
rozděĺıme ji na několik úsek̊u a v každém určujeme vázaný extrém zvlášt’. Pro takto źıskané
extrémy urč́ıme jejich hodnoty a porovnáńım urč́ıme body absolutńıho maxima a minima
a jejich hodnoty.

Vzhledem k tomu, že budeme pracovat s množinami omezenými a uzavřenými (tj.
kompaktńımi), absolutńıch extrémů se bude vždy nabývat.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 51 Vyšetřete absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x2 +4xy−8x−8y+20 vzhledem
k množině M = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 3}.

Řešeńı: Funkce je polynomická, je tedy definovaná na celém R a nav́ıc omezená na
obdélńık M . Nejprve se pokuśıme naj́ıt lokálńı extrémy na vnitřku množiny M . Spočteme
parciálńı derivace

∂f

∂x
= 2x+ 4y − 8,

∂f

∂y
= 4x− 8

a řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic

2x+ 4y − 8 = 0,

4x− 8 = 0.
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Jediným stacionárńım bodem je bod (2, 1). Urč́ıme parciálńı derivace druhého řádu

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂x∂y
= 4,

∂2f

∂y∂x
= 4,

∂2f

∂y2
= 0.

Hessián této funkce je ve všech bodech stejný, a to∣∣∣∣2 4
4 0

∣∣∣∣ = −4 < 0.

Bod (2, 1) neńı bodem lokálńıho extrému. Prozkoumáme chováńı na hranici. tu můžeme
popsat jako sjednoceńı čtyř úseček:

y = 0, když 1 ≤ x ≤ 3,
y = 3, když 1 ≤ x ≤ 3,
x = 1, když 0 ≤ y ≤ 3,
x = 3, když 0 ≤ y ≤ 3.

Extrémy na hranici pak řeš́ıme jako vázané extrémy vzhledem k dané úsečce.

y = 0 :F (x) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
y=0

= x2 − 8x+ 20,

F ′(x) = 2x− 8 = 0,

x = 4 /∈ 〈1, 3〉 takže tento bod neńı v množině M .

y = 3 :F (x) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
y=3

= x2 + 4x− 4,

F ′(x) = 2x+ 4 = 0,

x = −2 /∈ 〈1, 3〉 tento bod také neńı v množině M .

x = 1 :F (y) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
x=1

= −4y + 13,

F ′(y) = −4 6= 0 na této př́ımce neńı žádný podezřelý bod.

x = 3 :F (y) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
x=3

= 4y + 5,

F ′(y) = 4 6= 0 na této př́ımce neńı žádný podezřelý bod.

Uvědomte si, že pomoćı derivace zjist́ıme extrémy uvnitř množiny, v tomto př́ıpadě na
vnitřku intervalu. Krajńı body intervalu jsou ovšem také podezřelé z extrému a jejich
hodnoty je třeba vyšetřit zvlášt’.

Urč́ıme hodnoty ve vrcholech obdélńıku:

f(1, 0) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
(1,0)

= 13,

f(3, 0) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
(3,0)

= 5,

f(1, 3) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
(1,3)

= 1,

f(3, 3) = x2 + 4xy − 8x− 8y + 20
∣∣
(3,3)

= 17.
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Globálńı extrémy funkce nakonec vyb́ıráme z posledńıch čtyř bod̊u. Maximálńı hodnoty 17
funkce nabývá v bodě (3, 3), minima nabývá v bodě (1, 3) s hodnotou 1.

Obrázek 3.7: Vrstevnicový graf funkce f(x, y) = x2 + 4xy − 8x+ 8y + 20.

©

Př́ıklad 52 Vyšetřete absolutńı extrémy funkce f(x, y) = 0, 5x−1 · (1 − y2) vzhledem k
množině M = {(x, y) ∈ R2 | −2 ≤ x ≤ 2, − x√

2
≤ y ≤ 3}.

Řešeńı: Funkce je součin polynomické a exponenciálńı, je definovaná na R2, dále je
omezená množinou M .
Pro lokálńı extrémy urč́ıme parciálńı derivace.

∂f

∂x
= (1− y2) · 0, 5x−1 · ln(0, 5),

∂f

∂x
= 0, 5x−1 · (−2y).

Řeš́ıme soustavu rovnic

(1− y2) · 0, 5x−1 · ln(0, 5) = 0,

0, 5x−1 · (−2y) = 0.
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Exponenciela je vždy nenulová, kladná, můžeme tedy výrazem 0, 5x−1 vydělit obě rovnice.
Dostáváme soustavu

1− y2 = 0,

2y = 0.

Tato soustava nemá řešeńı, uvnitř množiny neńı žádný bod podezřelý z extrému, tud́ıž ani
žádný lokálńı extrém. Hranice množiny M je čtyřúhelńık ohraničený př́ımkami. Vyšetř́ıme
chováńı funkce na hranici:

x = 2 :F (y) = 0, 5x−1 · (1− y2)
∣∣
x=2

= 0, 5(1− y2),
F ′(y) = 0, 5 · (−2y) = −y = 0, bod podezřelý z extrému y = 0.

F ′′(y) = −1 < 0,

F (0) = 0, 5 · (1− 4) = −3

2
.

Funkce nabývá lokálńıho maxima vzhledem k hranici v bodě (2, 0) s hodnotou −3
2
.

x = −2 :F (y) = 0, 5x−1 · (1− y2)
∣∣
x=−2 = 0, 5−3(1− y2) = 8(1− y2),

F ′(y) = 8 · (−2y) = −16y = 0, bod podezřelý z extrému y = 0.

F ′′(y) = −16 < 0,

F (0) = 0, 5 · (1− 4) = −3

2
.

Funkce nabývá lokálńıho maxima vzhledem k hranici v bodě (2, 0) s hodnotou −3
2
.

Tento fakt bylo možné zjistit také ze sudosti funkce v̊uči y.

y = 3 :F (x) = 0, 5x−1 · (1− y2)
∣∣
y=3

= 0, 5x−1(−8),

F ′(x) = −8 · 0, 5x−1 · ln(0, 5) = 0 nikdy nenastane.

y = − x√
2

:F (x) = 0, 5x−1 · (1− y2)
∣∣
y=− x√

2

= 0, 5x−1(1− (− x√
2

)2) =

= 0, 5x−1(1− x2

2
),

F ′(x) = 0, 5x−1 · ln(0, 5)

(
1− x2

2

)
+ 0, 5x−1(−x) =

= 0, 5x−1
(
− ln 0, 5

2
x2 − x+ ln 0, 5

)
= 0.
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Exponencielou vyděĺıme a řeš́ıme jen kvadratickou rovnici:

D = (−1)2 + 4
ln 0, 5

2
ln 0, 5 = 1 + 2 ln2 0, 5 > 0, rovnice má dvě řešeńı.

x1,2 =
1±

√
1 + 2 ln2 0, 5

2−(ln 0,5)
2

=
1±

√
1 + 2 ln2 0, 5

− ln 0, 5
,

x1 =
1 +

√
1 + 2 ln2 0, 5

− ln 0, 5
.
= 3, 463 /∈ 〈−2, 2〉,

x2 =
1−

√
1 + 2 ln2 0, 5

− ln 0, 5
.
= −0, 578, bod podezřelý z extrému.

Parabola je konkávńı, takže nalevo od x2 je derivace záporná a p̊uvodńı funkce klesaj́ıćı,
napravo je derivace kladná a p̊uvodńı funkce rostoućı. Nalezli jsme tedy bod lokálńıho
minima vzhledem k hranici. Urč́ıme hodnotu:

F (x2) = 0, 5x−1(1− x2

2
)

∣∣∣∣
x2

=

= 0, 5
1−
√

1+2 ln2 0,5
− ln 0,5

−1

1− 1

2

(
1−

√
1 + 2 ln2 0, 5

− ln 0, 5

)2
 =

= 0, 5

√
1+2 ln2 0,5−1

ln 0,5
−1

(√
1 + 2 ln2 0, 5− 1

ln2 0, 5

)
.
= 2, 487.

Urč́ıme hodnoty ve vrcholech čtyřúhelńıku:

f(−2, 1) = 0, 5x−1(1− y2)
∣∣
(−2,1) = 0, 5−3 · 0 = 0,

f(2, 1) = 0, 5x−1(1− y2)
∣∣
(2,1)

= 0, 51 · 0 = 0,

f(−2,
√

2) = 0, 5x−1(1− y2)
∣∣
(−2,
√
2)

= 0, 5−3 · (−1) = −8,

f(2,−
√

2) = 0, 5x−1(1− y2)
∣∣
(2,−
√
2)

= 0, 5 · (−1) = −1

2
.

Absolutńı extrémy vyb́ıráme z hodnot −3
2
; 2, 487; 0; −8; −1

2
.

Funkce má absolutńı minimum v bodě (−2,
√

2) s hodnotou −8 a absolutńı maximum v

bodě

(
1−
√

1+2 ln2 0,5

− ln 0,5
,
1−
√

1+2 ln2 0,5√
2 ln 0,5

)
, přibližně (−0, 578; 0, 409) s hodnotou přibližně 2, 487.

©

Př́ıklad 53 Určete absolutńı extrémy funkce f(x, y) = sin(x)cos(y) vzhledem k množině
M = {(x, y) ∈ R2 | −π ≤ x ≤ π, −π ≤ y ≤ π}.
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Řešeńı: Nejprve urč́ıme lokálńı extrémy na vnitřku množiny M .

∂f

∂x
= cosx cos y = 0,

∂f

∂y
= − sinx sin y = 0.

a)

cosx = 0,

x =
π

2
+ kπ, Dosad́ıme do druhé rovnice.

x1 = −π
2
, ± sin

π

2
sin y = 0,

x2 =
π

2
. sin y = 0,

y1 = π, y2 = 0, y3 = π.

Podezřelé body jsou
(
−π

2
,−π

)
,
(
−π

2
, 0
)
,
(
−π

2
, π
)
,
(
π
2
,−π

)
,
(
π
2
, 0
)
,
(
π
2
, π
)
.

b) cos y = 0. Analogicky urč́ıme podezřelé body
(
−π,−π

2
,
)
,
(
0,−π

2

)
,
(
π,−π

2

)
,
(
π, π

2

)
,(

0, π
2

)
,
(
π, π

2

)
.

Pečlivé dosazeńı výsledk̊u jedné rovnice do druhé nám značně zjednoduš́ı řešeńı. I když
se zdá, že je třeba proj́ıt velké množstv́ı bod̊u, pokud bychom jen určili všechny nulové
body obou rovnic, źıskali bychom pět hodnot pro x, totéž pro y, všechny kombinace
tvoř́ı 25 bod̊u, které ovšem nejsou vždy podezřelými body. Stač́ı vźıt např́ıklad bod
(0, 0). Zřejmě nesplňuje prvńı rovnici a neńı tedy stacionárńım bodem. V př́ıpadě
nejistoty je vždy možné souřadnice bod̊u dosadit do parciálńıch derivaćı a ověřit, že
vždy dávaj́ı nulu.

I tak je bod̊u velké množstv́ı, stoj́ı za to funkci prozkoumat. Dosazeńım (−x) a (−y)
zjist́ıme, že funkce je sudá v y a lichá v x. Dı́ky tomu stač́ı prozkoumat body v prvńım
kvadrantu a chováńı v ostatńıch určit pomoćı sudosti a lichosti. Nav́ıc určujeme pouze
chováńı funkce ve vnitřńıch bodech množiny.
Spoč́ıtáme druhé derivace a hessián.

∂2f

∂x2
= − sinx cos y,

∂2f

∂x∂y
= − cosx sin y,

∂2f

∂y∂x
= − cosx sin y,

∂2f

∂y2
= − sinx cos y.

D(x, y) =

∣∣∣∣− sinx cos y, − cosx sin y,
− cosx sin y, − sinx cos y

∣∣∣∣ = sin2 x cos2 y − cos2 x sin2 y =

= (1− cos2 x) cos2 y − cos2 x sin2 y = cos2 y − cos2 x cos2 y − cos2 x sin2 y =

= cos2 y − cos2 x.
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Dosad́ıme body z prvńıho kvadrantu:

D(0,
π

2
) = cos2

(π
2

)
− cos2 0 = 02 − 12 = −1 < 0, neńı to bod extrému.

D(
π

2
, 0) = cos2 0− cos2

(π
2

)
= 12 − 02 = 1 > 0, je to bod extrému,

− sinx cos y|(π
2
,0) = − sin

(π
2

)
cos 0 = −1 · 1 = −1 < 0,

je to bod lokálńıho maxima.

Z lichosti v x je v bodě
(
−π

2
, 0
)

lokálńı minimum. Prozkoumáme hranici. Jedná se o čtverec.

x = −π : F (y) = sin(−π) cos y = 0,

x = π : F (y) = sinπ cos y = 0,

y = −π : F (x) = sinx cos(−π) = − sinx nabývá maxima v −π
2
, minima v x =

π

2
.

y = π : F (x) = − sinx cos(π) = sin x nabývá maxima v −π
2
, minima v x =

π

2
.

Na množině M se maximálńı hodnoty 1 nabývá v bodech
(
π
2
, 0
)
,
(
−π

2
, π
)

a
(
−π

2
,−π

)
,

minimálńı hodnoty −1 se nabývá v bodech
(
−π

2
, 0
)
,
(
π
2
, π
)
,
(
π
2
,−π

)
.

Obrázek 3.8: Vrstevnicový graf funkce f(x, y) = sin x cos y.

©
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Rejstř́ık

absolutńı maximum, 86
absolutńı minimum, 86

bodová posloupnost, 32
ohraničená, 32
vybraná, 32

D’Alembertovo kritérium, 33, 35
derivace množiny, 26

funkce
(zdola/shora) ohraničená, 40
diferencovatelná, 58
implicitně zadaná, 70
složená, 40
spojitá, 54
stejnoměrně spojitá, 54
vnitřńı, 40
vněǰśı, 40

globálńı maximum, 86
globálńı minimum, 86
graf funkce, 39

hessián, 77
hranice množiny, 26
hraničńı bod množiny, 25
hromadný bod množiny, 26

invariantńı v̊uči posunut́ı, 25
izolovaný bod množiny, 26

konvergence bodové posloupnosti, 32

limita
bodové posloupnosti, 32

funkce, 45
dvojná, 45
dvojnásobná, 46

složené funkce, 47
lokálńı extrém, 77

vázaný, 81
lokálńı maximum, 76

ostré, 76, 77
lokálńı minimum, 76

ostré, 76, 77

Maclaurinova řada, 3
Maclaurin̊uv polynom, 3
matice

Hessova, 77, 80
maximetrika, 17
metrický prostor, 15
metrika, 15

manhattanská, 16
diskrétńı, 17
euklidovská, 16
newyorská, 16

množina
kompaktńı, 27
omezená, 25
otevřená, 26
uzavřená, 26

mocninná řada, 9

oblast, 27
uzavřená, 27

okoĺı bodu, 17
ε-okoĺı bodu , 17
prstencové ε-okoĺı bodu, 17
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prstencové, 17
otevřená koule, 17

parciálńı derivace, 56
vyšš́ıch řád̊u, 57

stacionárńı bod, 76

taximetrika, 16
Taylorova řada, 3
Taylor̊uv polynom

funkce jedné proměnné, 3
v́ıce proměnných, 66

tečná nadrovina, 58
tečná rovina, 57
totálńı diferenciál, 58, 65

vyšš́ıch řád̊u, 58
trojúhelńıková nerovnost, 15

uzávěr množiny, 26

vazba, 81
vnitřek množiny, 26
vnitřńı bod množiny, 25
vněǰśı bod množiny, 25
vrstevnice funkce, 39
věta

o aritmetice limit, 33
o dvou strážńıćıch, 33, 36
o sevřeńı viz věta, o dvou strážńıćıch

36

řet́ızkové pravidlo, 57
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3.3 Implicitně zadaná funkce na okoĺı bodu (π, 0). Zde je zvoleno ε = 1, δ = π
2
. 72
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