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Obrazek 1: Popis Sternova-Gerlachova experimentu. Prevzato z [2].
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1 Uvod

Nasledujici text popisuje zaklady matematického popisu Sternova-Gerlachova
experimentu. Mél by slouzit predevsim studenttim pfedmétu Seminaf matema-
tické fyziky 1 (PSMF1) na Univerzité Hradec Kralové. Mohou se v ném vysky-
tovat nékteré chyby; autor oceni, kdyz jej na chyby a nejasnosti upozornite na
emailu jiri.lipovskyzavindcuhk.cz.

2 Popis experimentu

Sterniv-Gerlachtiv experiment je jednim ze zdkladnich pokusi kvantové fyziky.
7Zv1asté sekvencni experimenty, popsané nize, ilustruji, jak neintuitivni mohou
byt vysledky kvantové mechaniky. Pokus byl poprvé proveden némeckymi fyziky
Otto Sternem a Waltherem Gerlachem v roce 1922 ve Frankfurtu. Experiment
ukéazal, Ze prostorova orientace momentu hybnosti je kvantovana. Nyni jej mi-
Zeme popsat pomoci spinu, ktery byl zaveden az o nékolik let pozdéji.

Popis experimentu je nésledujici. Z picky (oven na obr. 1) vylétava ve sméru



osy y svazek atomil st¥ibra (ty maji jeden valencni elektron, proto v nésledu-
jicim textu budeme uvazovat proud elektroni) a vstupuje do nehomogenniho
magnetického pole s nehomogenitou ve sméru osy z. Elektron ma magneticky
moment

eh
H=8—,
m

kde s je spin elektronu (jeho z-ova slozka muze nabyvat hodnot +1/2 a —1/2),
e je jeho naboj, m jeho hmotnost a A je redukovanéd Planckova konstanta. Po-
tencialni energie ¢astice v magnetickém poli je

U=-u-B,

kde B je magnetické indukce. Silu, ktera ptisobi na elektron, ur¢ime jako zaporné
vzatou derivaci potencidlni energie

ou 0B,

F:_izz s
0z H 0z

kde indexem z znac¢ime z-ovou slozku veli¢iny. Proto se sila piisobici na elektron

se spinem +1/2 a —1/2 1i8i, na jeden z nich pisobi smérem nahoru, na druhy

doli. Svazek se tedy nehomogennim magnetickym polem rozdéli na dva, v hor-
N4

nim svazku maji elektrony spin ,nahoru“, v dolnim ,doli“. Takto dopadaji na
stinitko a vytvari dvé riiznd maxima.

3 Sekvencni Sterntv-Gerlachtiv experiment

Nyni miizeme provést sekvenéni experiment, tak ze umistime nékolik Sternovych-
Gerlachovych aparatur za sebe (viz obr. 2). Na hornim obrézku umistime za sebe
dvé aparatury s nehomogenitou magnetického pole ve sméru osy z. Po prvnim
rozd€lenim svazku elektronu elektrony se spinem dold zastavime stinitkem a do
druhé aparatury pokracuji pouze elektrony se spinem nahoru. Neni prekvape-
nim, Ze na stinitku umisténém za druhou aparaturou se objevi pouze elektrony
se spinem nahoru.

V experimentu na prostfednim obrazku opét elektrony nejdiive projdou apa-
raturou s nehomogenitou magnetického pole ve sméru osy z a ty se spinem dolil
jsou zastaveny stinitkem. Dale pokracuji do aparatury s nehomogenitou mag-
netického pole ve sméru osy x, kde se svazek opét rozdéli. Také neprekvapi, ze
polovina zbyvajicich elektronii mé spin doprava a polovina doleva.

Nejzajimavéjsi je tfeti experiment na dolnim obrazku. Tam za sebe umistime
aparaturu ve sméru osy z, elektrony se spinem dolti odstinime, pak aparaturu
ve sméru osy x, elektrony ve sméru doleva odstinime a nakonec pfistroj ve
sméru osy z. Ocekéavali bychom, Ze na stinitku se objevi pouze elektrony se
spinem nahoru, protoze jsme spin dolt odstinili. Realita je ovSem jina; polovina
elektronil bude mit spin nahoru a polovina dolt. To ukazuje, Ze méfeni spinu ve
sméru osy x nam ,likviduje* informaci o spinu ve sméru osy z.
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Obrazek 2: Sekven¢ni Sterntv-Gerlachiiv experiment. Pfevzato z [1].

4 Matematicky popis sekvenc¢niho Sternova-Gerlachova

experimentu

Pouzijeme Diracovu bra-ketovou notaci. Bra-vektor (1 z|, znacici stav spin v ose
z nahoru, je fadkovy vektor se dvéma komplexnimi slozkami. Ket-vektor |1 z)
je sloupcovy vektor také se dvéma komplexnimi slozkami, ktery z bra-vektoru
ziskdme tak, Ze jej transponujeme a komplexné sdruzime. Bracket (anglicky
zévorka) (1 z| T z) bude skalarni sou¢in obou vektort v CQ, tj. maticové nasobeni
bra-vektoru s ket-vektorem.

Popisme si experiment na hornim obrézku. Po priichodu prvni aparaturou je
atom ve stavu (1 z|. Zajim4 nds naméfeni spinu nahoru druhym pfistrojem; to
znézornime vyrazem (matici) |1 z) (1 z|. Elektron bude ve stavu (1 z| 1 z) (1 z|.
Bude mit spin nahoru a skaldrni souéin (éislo) (1 z| 1 z) mé nésledujici interpre-
taci: druh& mocnina jeho absolutni hodnoty je pravdépodobnost naméfeni spinu
nahoru druhou aparaturou. Pokud by nés zajimalo naméfeni spinu dold dru-
hou aparaturou, dostali bychom (1 z| | z) ({ z|. Pravdépodobnost jeho naméfeni
bude | (1 z| | z) |2. Z experimentu vime, ze | (1 z| L 2)| =0a | (T 2] 12)]| = 1.
Muzeme tedy napriklad zvolit

ra=(g) wa=(9)

<TZ|:(150)7 <\LZ‘:(071)



Obdobné zavedeme pro spin doprava bra-vektor (1 x| a doleva (] z|. Nyni
budeme studovat experiment na prostfednim obrizku. Budeme-li mit elektron
po pruchodu prvnim pfistrojem ve stavu spin nahoru, bude pravdépodobnost
nameéfeni spinu doleva nebo doprava stejné, poloviéni. Dostavame tedy

[(talla) =5, [(ala))?=
[(talta)?=5, [(ata))=

Obdobné jako v prvnim pfipadé méame

[(talla)?=0, [{ta|ta)]®=
[(balda)P=1, [{a|ta)]

= () wa=(y).

dostavame z ptredchozich rovnic podminky

1

1 1 1
1> ==, [b)*==, |ai>=3, a2l =<, aiby+agby=0.
2 2 2 2

Tém odpovidaji napt. vektory

|¢z>\g(}>, |¢z>\2(_11>,
(ol = J5(1D, (el = 5(1-1).

Kdybychom posilali elektrony z jiného sméru a provedli ostatni mozné kom-
binace experimentu se dvéma pristroji, dostali bychom obdobné pro

It y) = (2) , Ny = (Z;)

(et P =5, et =3,
1
(el ty =5, [(Tulty)l=

Z nich a jim obdobnych méame

| = NI =
[\;\,_.I\DM—\

Pokud zvolime

Sl

mj. nasledujici vztahy

1
|01|2=\02\2:§’ e+l =1, Ja—c=1, |a’+ce?=1.

Tomu naptiklad odpovidaji vektory

¢y>=\}§® , ¢y>=\}§(1i> ,

(tyl= \7( i), {yl= ( i).

3\



Vektory lze vynésobit ¢islem €' a zménit jejich fazi, vétsi volnost uz nyni ne-
mame.

Takto zvolené vektory uz predpovidaji vysledek experimentu na obrazku
dole. Z prvniho pfistroje vylétavaji elektrony se spinem nahoru, druhym projdou
jen elektrony se spinem doprava, proto dostavame amplitudu (1 z| 1 z), chceme-
li dostat mnozstvi elektroni se spinem dolti po tfetim pristroji, uvazujeme soucin
(1 z| | 2z). Celkem tedy mame pravdépodobnost namé¥eni spinu dolii

raraiar-fon ) o ()

Toto udéava podil elektront z téch, které projdou prvnim pfistrojem (maji tedy
spin nahoru) a po prichodu t¥etim pfistrojem maji spin dold. Zjevné tento
vysledek odpovidé experimentu; polovina elektrond se zachyti na stinitku za
druhym pristrojem a dal$i ¢tvrtina bude mit po priuchodu tfetim pfistrojem
spin nahoru.

Nyni uvazujme pozménény experiment, kde za druhym pfistrojem neni sti-
nitko. Opét se ptame, jaky podil z elektront, které mély za prvnim p¥istrojem
spin nahoru, bude mit za tfetim pristrojem spin dold. Nyni musime uvazo-
vat obé moznosti prichodu druhym pfistrojem: spin doprava i doleva. Hledana
pravdépodobnost je tedy

2

1
=1

[(tzlday{daldz)+ (T2 ta) (T2 =
1

=[G (8) Gn- () o 55 () o0 ()

Pokud tedy druhym pristrojem neprovedeme zadné méfeni, systém se chova tak,
jako by zde tento pristroj nebyl.
Spoctéme matici

1) ol (ol = = (1) -Js@0+75 ()20 = (g 9)

Dostavame jednotkovou matici, proto vidime, Ze vyraz v predchozim ptikladé
miizeme nahradit vyrazem (1 z| | z) a vysledek plyne rovnou.

Nakonec jesté spocteme maticovou reprezentaci operatoru spinu ve sméru
osy z, ktery je definovan vyrazem

S=ghtata-glaal.

sG-S Q-1 )

Jedna se o jednu z tzv. Pauliho matic vynasobenou jednou polovinou.

Dostavame



5 Priklady k samostatnému procvicovani

Priklad 5.1. UvaZujte, Ze v experimentu na dolnim obrdzku bude uprostied
pristroj s nehomogenitou magnetického pole ve sméru osy y (2bylé dva jsou ve
sméru osy z). Za prunim pristrojem zastavime stinitkem elektrony se spinem
doli ve sméru osy z, za druhym pristrojem zastavime elektrony se spinem doli
ve sméru osy y. Urcete, jaky podil elektroni z téch, které po prichodu prvnim
pristrojem mely spin nahoru, bude mit po priuchodu tretim pristrojem spin doli.

Priklad 5.2. Uvazujte priklad 5.1 pouze s tim rozdilem, Ze za druhym piistro-
jem nent stinitko. Jakd je pravdépodobnost v tomto pripadé?

Priklad 5.3. Vypoctéte matice |Ty) (Tyl+ L y) Lyl altz) (Tz+|2){ 2]

Priklad 5.4. Vypoctéte zbylé dva operdtory spinu §, = 3 |t x) (T 2|5 || z) (| z|
ady=5M1y) Tyl-5Hy) Lyl

6 Vysledky prikladu k samostatnému procvico-
vani

5.1 (T2 ty)(Tyllz)]>=1/4

5.2 (Tzldy) (Lyldz)+ (T2 Ty (Tyllz)[>=0.

5.3 V obou piipadech dostavame jednotkovou matici.

5.4 Dostévame nasobky Pauliho matic 5, = <(1) é), 8y = ((z) OZ>.
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