Substituce ve vicendsobném integralu
verze 1.1

1 Uvod

Nasledujici text popisuje vypocet vicenasobnych integralti pomoci véty o sub-
stituci. Mél by slouzit predevsim studenttiim pfedmétu MATEMAT?2 k pfipraveé
na zkousku. Mohou se v ném vyskytovat nékteré chyby; autor oceni, kdyz jej
na chyby a nejasnosti upozornite na emailu jiri.lipovskyzavindcuhk.cz.

2 Teorie

Véta 2.1. Necht M je mnoZina a necht 1 je prosté requldrni zobrazeni oteviené
mnoziny G € R,. do R, takové, Ze M € )(G). Pak plati

/ F(y) dy = / F(@))|det J| da
M $=1(M)

md-li alespon jedna strana smysl. Zde J = %w(g) je Jacobiho matice zobrazent

¥(x), tedy matice pronich parcidlnich derivact tohoto zobrazen.

Pfi substituci musime provést tii véci. Za prvé zménit meze integralu, aby
hranice integrované oblasti byly popsany v novych proménnych. Za druhé pro-
vést substituci v integrované funkci, pfepsat ji do novych proménnych. Tfeti (a
Jacobiho matice. Protoze jednotkovy ¢tverecek (napf. dzdy) méa po substituci
jinou velikost (napf. du dv), je t¥eba do integralu p¥idat faktor, ktery tuto zménu
kompenzuje.

3 Resené piiklady

Priklad 3.1. Urcete obsah roviny omezené hyperbolami xy = a, xy = b, 0 <
a < b a parabolami y* = mx, y> = nx, 0 < m < n.

Reseni: Zvolime si substituci u = xy, v = y?/x. Tuto substituci volime proto,
aby nové zavedené proménné mély jednodussi meze. Vidime, Ze v novych pro-
ménnych v a v budeme integrovat pres obdélnik: ¢ < u < b, m < v < n. Nyni
musime vyjad¥it staré proménné pomoci novych z = z(u,v), y = y(u, v). Napf.
vyjadfenim y z prvni rovnice y = u/z, dosazenim do druhé v = u? /3 a tipravou

3/ u?
v

dostavame = = = u?/3y~1/3, Zpétnym dosazenim do rovnice pro y méame
y = ul/3pl/3,

Vztahtl pro x a y mizeme vyuzit pro vypocet Jacobiho matice:

S g% % _ §U—1/3U—1/3 _%u2/3v—4/3
9 9y %u—2/3,01/3 %u1/3v—2/3 .



Obrazek 2: Obrazek k prikladu 3.2

1
detJ = —.
3v
Nyni uz mizeme vyuzit véty o substituci a dosadit do vztahu vyse. Protoze

pocitame obsah roviny, je integrovana funkce jednicka.

b n
/dxdy:/ idudvzl/ (/ 1dv) du =
M $=1(M) 3V 3 Ja m U

1 1 n
:g/a (lnn—lnm)du:§(b—a)ln(g)~

Priklad 3.2. Vypoctéte integrdl fM 2%y? dzdy pres mnoZinu M danou vztahy
l<y<3gr<y<am

Reseni: P¥epsédnim vjrazii ohranidujicich mnozinu M tak, aby na levé resp.
pravé strané nerovnic byly konstanty, ziskavame 1 < zy < 3,1 < £ < 2. Tyto



Obrazek 3: Obrazek k piikladu 3.3

vyrazy nas navadi na to, abychom vyuzili substituce

_ _y
u=zy, v=-=.
x
Nové proménné se pohybuji v mezich 1 < u < 3, 1 < v < 2. Opét napft.
vyjadiime y z prvni rovnice a dosadime do druhé (pfipadné muzeme taky levé

a pravé strany rovnice vyndsobit mezi sebou). Dostédvame
o= ul 212y = 22

Jacobiho matice pak je
oz Om 1,-1/2,-1/2 _1.1/2,-3/2
U v w2
J = (35 5) = (21u_1/21)1/2 ;2u1/2v—1/2 ) :
ou ov 2 2

1
det J = — .
¢ 2

v
Integral tedy vypocitame nasledovné:

3

3 2,2 3
9 9 U U 1 5 13
= — = —[l =—In2.
/ z°y* dzdy /1 (/1 2vdv) du [3]12[nv]1 7 o

Priklad 3.3. Pomoci substituce vypoctéte integral fM z—z dxdy, kde mnozina M

je ddana vztahy % <y< %, x <y? < 2x.

Reseni: Vztahy ohrani¢ujici mnozinu M si pfepiSeme tak, aby na krajnich stra-
2 . z v . v/

nach byly konstanty: 2 < xg; < 3,1 < % < 2 Odsud vidime, Ze nejlepsi

substituce je u = zy, v = £, kde 2 < v < 3 a 1 < v < 2. Déle nalezneme

inverzni vztahy = = u?/3v=1/3, y = 4}/30v1/3. Jacobiho matice je

1= (% 85)= (s e )
9y Oy 1, — 1 - .
u 3U v 3uv



Obrazek 4: Obrazek k prikladu 3.4

1
det J = —.
3v
3
S vyuzitim vztahu % = % integral uréime jako:

3 3 2,2 272
y 0?1 1w s 1.3
“— dxdy = ——dv|du=<=|—| [ =—-Iln—.
/Mx3 Y /2 (/1 u 3 “) ! 3[2}1[““]2 272
Piiklad 3.4. Pomoci substituce urcete integrdl [, /x? +y? dazdy, kde M je
ddna vztahy 1 < 2?2 +y?> <4, z <y <3z

Reseni: Jak vyraz v integralu, tak ¢asti kruznic ohranic¢ujici mnozinu M navadéji
na polarni soufadnice
r=rcosp, y=rsinp.

Mnozina M je v nich ohranicena vztahy 1 <1 < 2, rcos¢ < rsinp < V/3r cos ©w,
z ¢ehoz plyne 1 < tgp < /3, a tedy T < » < §. Nyni vypocteme jakobian pro
polarni soutadnice, ktery se nam bude hodit i v dalsich prikladech.

oz oz .
J— ? 277 _ (cosp —rsinp)
52 % sing rcosyp
det J =rcos? o+ rsin®p =r.

Ve vysledném integralu se objevi jedno r za integrovanou funkci a jedno r z ja-
kobianu.

w/3 2 r3 2 7
x? + y? dzd =/ (/ 7‘2dr>d :{} A
/M Va?+y? dedy PRV =131, Lelrys = 35

Priklad 3.5. Pomoci substituce ve vicendsobném integrdlu odvodte vztah pro
obsah kruhu o poloméru R.



Resent: Zavedeme si polarni soufadnice jako v minulém piikladu. Vime, Ze 0 <
r<R,0< ¢ <27t adetJ =r. Potom je obsah kruhu roven integralu:

R 27 R r2
/ dxdy:/ </ rdgp) dr:/ 2rrdr = 2r— = wr? .
M 0 0 0 2

Priklad 3.6. Urcete integral fM zydxdy, kde M je cast kruhu o poloméru 1 a
stredu 0 v pronim kvadrantu.

Reseni: Protoze integrujeme pies &tvrtkruh, zvolime opét polarni soufadnice
x =rcosp, y =rsinp, meze budou 0 < r <1, 0 < ¢ < 7/2, jakobidn je jako
v predchozich piikladech r. V integralu se objevi r3: jedno za z, druhé za y a
tfeti z jakobianu.

/2 1
/ acydxdy:/ (/ rcosgprsing&rdr) dp =
M 0 0

T2 At 1] 1 T2
:/ T —sin2pdy = — | ——cos2p ==
o 14,2 4] 4 s 8

Vyuzili jsme vztahu sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢.

Priklad 3.7. Pomoci substituce vypoctéte fM(x+y)2 dzdy, kde M je omezend
krivkemic+y=0,z4+y=1,2x —y =0, 20 —y = 3.

Reseni: Zavedeme substituci u = z +y a v = 22 — 3, mame tedy 0 < u < 1,

0 <wv < 3. Inverzni vztahy jsou z = %, Yy = 2“3_”. Jacobiho matice je:

?7:0
ou

Jakobidn je —1/3, do integralu ale ddvame absolutni hodnotu jakobidnu, tj. 1/3.

N 1[u?]’
(z+y)? dxdy:/ / u? = dudv = — [}
/M o Jo 3 313 Jo

Priklad 3.8. Urcete integral fM (\/g + ,/zy) dzdy, kde M je mnoZina v 1. kvad-
rantu ohranicend hyperbolami xy =1, xy =9 a primkami y = x a y = 4x.

S5
N—
I
N\
IR

| Wl
Wl
N———

1
det J = —= .
¢ 3

ni: Ohrani¢eni mnoziny M a vyraz v integralu navadi na substituci u? = zy,

Sen
v?® = £ (mozn4 je i jind volba). Hranice v novych proménnych budou 1 <u < 3,
1 g < 2. Vydélenim a vynéasobenim defini¢nich vztahii pro v a v dostavame
x =%, y = uv. Jacobiho matice pak je:

oz Oz 1w 2
:(g;; §5>=<v v2> . detJ ==
u Jo v u v

Re
2



Obrazek 5: Obrazek k piikladu 3.8

Pro integral dostavame

[ (2 ) anao= [ (s an) ao-

2 3 273 2
2u U 1 52 52
- W— | =Zdv= Z 48 dv="Fnv)?P4+8(2—-1) =
15 2} o= [ (5 +8) o= Foit+se-y

2 2
:5—ln2+8(2—1):5—ln2+8.

3 3

Piiklad 3.9. Urcete integrdl [,, sin (22 + y?) dady, kde M je kruh o poloméru 2

se stredem v pocadtku.

Reseni: Pouzijeme polarni soufadnice = rcosp, y = rsingp, det J = r.

27 2
1
/ sin (2% + y?) dedy = / (/ 7 sin r? dr) dy = 271'5[— cost]y = m(1—cos4).
M 0 0

V integralu jsme pouzili substituci za ¢t = r2.

Priklad 3.10. Urcete obsah elipsy o poloosdch a a b.

Reseni: Rovnice elipsy je (%)2 + (%)2 =1 a lze ji parametrizovat = = ar cos g,

y="brsinp, kde 0 <r <1, 0 < ¢ < 27. Jacobiho matice je

oz Ox .

(a3 a5\ _ (acosey —arsing _ 2 R

J = (,gy gy> = (bsingo brcosgo) , detJ = abr(cos® p+sin® ) = abr.
v 9

Protoze pocitame obsah plochy, je integrovanou funkeci jednicka.

2r 1 278
/ dady = / / abr drdy = ab2m [} = abr.
M o Jo 2 1o



Priklad 3.11. Pfechodem k poldrnim soutadnicim uréete plosny obsah cdsti
roviny, uréené ndsledujicimsi nerovnostmi, respektive hranic¢nimi krivkamsi:

(2> +y°)? =2a@% — %), 2®+y>>d®, a#0.

Reseni: Pouzijeme polarni soutadnice x = r cos ¢, y = rsin ¢, det J = r. V nich
hraniéni kiivky vypadaji r* = 2a%r?(cos? ¢ — sin® @), tj. 72 = 2a%cos2¢p a
r?2 > a?. Rovnosti v prvnim vztahu se pro r = a dosahuje pro cos2p = %,
tj. ¢ = 7/6. Meze v polarnich soufadnicich tedy jsou a < r < av/2cos2yp,
0 < ¢ < . Pro integral dostdvame

™

5 av/2cos2¢p % CL2
dxdy:/ / rdr d<p:/ —(2co0s?2¢ — 1) dyp =
M 0 a o 2

2,z 2 i 2 o 2,./3
:a—/ cos4<pd<p:a—/ cosudu:a—[sinu]o3 _— V3

8 16

V integralu jsme provedli substituci u = 4¢ a pouzili vztah cos2t = cos?t —
sin?t = 2cos®t — 1.

Priklad 3.12. Kruhovy vdlec o poloméru podstavy R vysce h s osou ve sméru

osy z je naplnén plynem, jehoZ hustota se 7idi barometrickou formuli p =
Y E
poe 7o . Urcete hmotnost plynu ve vdlci.

Reseni: Pouzijeme valcové soufadnice z = rcosy, y = rsinyp, z = z. Obdobné
jako u polarnich soufadnic je jakobian det J = r. Hmotnost plynu vypocteme
jako integral z hustoty pies cely objem valce.

2r R rh
m = / pdrxdydz = / prdrdedz = / / r/ Po e 70 ? dzdrdy =
v PY=1(V) o Jo 0

R? h pog R? _ rogh
=27T—po/e Poozdz:w<1—e 20).
2 0 g

Priklad 3.13. Vypoditejte obsah mnoziny M, kterd je ohranicena lemmniskdtou
(22 +y2)? = 22 — y2.

Reseni: Kiivka je stfedové symetrickd podle poc¢atku, budeme pocitat obsah
¢asti M v prvnim kvadrantu a vynasobime jej pak 4. Pouzijeme polarni soutrad-
nice, v nich dostavame

0 < 7t < r?(cos? p — sin® @) = 12 cos 2,

tj. 0 < r < y/cos2¢p. Pouzili jsme vztah cos2p = cos®p — sin® p. Aby tato

nerovnost mohla byt splnéna, musi byt cos2¢ kladny. Dostéavame tedy ¢ €
[-Z, Z]U[3r, 37]. Primik s prvnim kvadrantem davé ¢ € [0, T].



Obsah mnoziny M tedy je

T [Veos2p
S:/ d:cdy:/ rdrdcp:4/ / rdrdy =
M $=1(M) o Jo

1 2
:2/ cos2<pd<p:/ cosudu=1.
0 0
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