
Vícenásobný integrál
verze 1.0

1 Úvod

Následující text se zabývá dvojným a trojným integrálem. Měl by sloužit pře-
devším studentům předmětu MATEMAT2 na Univerzitě Hradec Králové k pří-
pravě na zkoušku. Mohou se v něm vyskytovat některé chyby; autor ocení, když
jej na chyby a nejasnosti upozorníte na emailu jiri.lipovskyzavináčuhk.cz.

2 Teorie

U dvojného integrálu je naším cílem vypočítat integrál z funkce dvou proměn-
ných přes plochu ohraničenou zadanými křivkami. Obdobně u trojného integrálu
počítáme integrál přes určitou oblast z funkce tří proměnných. Dvojný integrál
značíme

∫
M

f(x, y) dxdy, někdy se můžeme setkat s komplikovanějším značením
pomocí dvou integrálů

∫ ∫
M

f(x, y) dxdy. Fubiniho věta nám umožní převést in-

tegrál přes tuto podmnožinu R2 (u trojného integrálu R3) na sled dvou (tří)
jednorozměrných integrací∫

M

f(x, y) dxdy =
∫ b

a

(∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

dx
∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y) dy .

3 Příklady

Příklad 3.1. Vypočtěte integrál
∫
M

xy dxdy, kde množina M je ohraničena
shora funkcí y = x a zdola funkcí y = x2.

Řešení: Nejdříve musíme určit meze jednotlivých proměnných. x jde od 0 do
1 a y jde při pevném x od x2 do x (viz obr. 1). Máme tedy meze integrálů
0 < x < 1, x2 < y < x a můžeme vypočítat∫

M

xy dxdy =
∫ 1
0

(∫ x

x2
xy dy

)
dx =

∫ 1
0

x

(∫ x

x2
y dy

)
dx =

=
∫ 1
0

x

[
1
2
y2
]x
x2
=
1
2

∫ 1
0

x(x2 − x4) dx =
1
2

[
x4

4
− x6

6

]1
0

=
1
24

.

Příklad 3.2. Vypočtěte integrál
∫
M
(x2 + y2) dxdy, kde M je ohraničena křiv-

kami y = 0, x+ y = 1 a y − x = 1.

Řešení: Meze jsou například 0 < y < 1, y − 1 < x < 1 − y. Nyní můžeme
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Obrázek 1: Obrázek k příkladu 3.1
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Obrázek 2: Obrázek k příkladu 3.2
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Obrázek 3: Obrázek k příkladu 3.3

vypočítat integrál

∫
M

(x2 + y2) dxdy =
∫ 1
0

(∫ 1−y
y−1
(x2 + y2) dx

)
dy =

∫ 1
0

[
x3

3
+ y2x

]1−y
y−1
dx =

=
∫ 1
0

[
(1− y)3

3
+ y2(1− y)− (y − 1)

3

3
− y2(y − 1)

]
dy =

=
∫ 1
0

(
2
3
− 2y + 4y2 − 8

3
y3
)
dy =

1
3
.

Příklad 3.3. Vypočtěte integrál
∫
M

√
xy − y2 dxdy, kde M je dána vztahy 0 <

y < 1, y < x < 10y.

Řešení: Meze integrálu máme rovnou zadané, můžeme proto přikročit k jeho
výpočtu.∫ 1

0

(∫ 10y
y

√
xy − y2 dx

)
dy =

∣∣∣∣t =√xy − y2 , dx =
2tdt
y

∣∣∣∣ =
=
∫ 1
0

(∫ 3y
0

2t2

y
dt

)
dy =

∫ 1
0

2
y

(3y)3

3
dy = 18

∫ 1
0

y2 dy = 18

[
y3

3

]1
0

= 6

Příklad 3.4. Vypočtěte integrál
∫
M
e

x
y dxdy, kde M je ohraničena křivkami

y2 = x, x = 0 a y = 1.

Řešení: Meze jsou 0 < y < 1, 0 < x < y2.

∫
M

e
x
y dxdy =

∫ 1
0

(∫ y2

0
e

x
y dx

)
dy =

∫ 1
0

[
ye

x
y

]y2
0
dy =

=
∫ 1
0

y(ey − 1) dy = 1−
[
y2

2

]1
0

=
1
2
,

neboť ∫ 1
0

yeydy = |u = y , v = ey| = [yey]10 − [ey]10 = e− e + 1 = 1 .

Příklad 3.5. Vypočtěte integrál
∫
M
2y dxdy, kde M je ohraničena křivkami

x2 + y2 = 1 a x+ y − 1 = 0.
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Obrázek 4: Obrázek k příkladu 3.4
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Obrázek 5: Obrázek k příkladu 3.5
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Obrázek 6: Obrázek k příkladu 3.6

Řešení: Meze jsou 0 < x < 1, 1− x < y <
√
1− x2.

∫
M

2y dxdy =
∫ 1
0

(∫ √1−x2
1−x

2y dy

)
dx =

∫ 1
0

[
y2
]√1−x2
1−x dx =

=
∫ 1
0
[1− x2 − (1− x)2]dx = 2

∫ 1
0
(x− x2)dx = 2

[
x2

2
− x3

3

]1
0

=
1
3
.

Příklad 3.6. Vypočtěte integrál
∫
M

xdxdy, kde M je jednotkový čtvrtkruh v
prvním kvadrantu.

Řešení: Meze jsou 0 < x < 1, 0 < y <
√
1− x2.

∫
M

xdxdy =
∫ 1
0

(∫ √1−x2
0

xdy

)
dx =

∫ 1
0

x
√
1− x2dx =

=
∣∣t = 1− x2 , dt = −2xdx

∣∣ = ∫ 0
1

(
−1
2

)
t
1
2 dt =

1
2
2
3

[
t
3
2

]1
0
=
1
3
.

Příklad 3.7. Vypočtěte integrál
∫
M
exy dxdy, kde M je ohraničena křivkami

y = 4 a x = 1.

Řešení: Meze jsou 0 < x < 1, 0 < y < 4.∫
M

exy dxdy =
∫ 4
0

(∫ 1
0
exy dx

)
dy =

∫ 4
0

y[ey]10 dy = (e− 1)
[
y2

2

]4
0

= 8(e− 1) .

Příklad 3.8. Vypočtěte integrál
∫
M

xy2 dxdy, kde M je ohraničena křivkami
y = x a y = x2.

Řešení: Meze jsou 0 < x < 1, x2 < y < x.
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Obrázek 7: Obrázek k příkladu 3.8

∫
M

xy2 dxdy =
∫ 1
0

(∫ x

x2
xy2 dy

)
dx =

∫ 1
0

x

[
y3

3

]x
x2
dx =

=
∫ 1
0

x

(
x3

3
− x6

3

)
dx =

[
x5

15
− x8

24

]1
0

=
1
40

.

Příklad 3.9. Vypočtěte integrál
∫
M

xy2 dxdy, kde M je ohraničena křivkami
y2 = 2px a x = p

2 , p > 0.

Řešení: Meze jsou 0 < x < p
2 , −
√
2px < y <

√
2px.

∫
M

xy2 dxdy =
∫ p

2

0

(∫ √2px
−
√
2px

xy2 dy

)
dx =

∫ p
2

0
x
(2px)

3
2 + (2px)

3
2

3
dx =

=
4
√
2p

3
2

3

∫ p
2

0
x
5
2 dx =

4
√
2p

3
2

3

(p
2

) 7
2 2
7
=

p5

21
.

Příklad 3.10. Vypočtěte integrál
∫
M

x2yexy dxdy, kde M = [0, 1]× [0, 2].

Řešení: Meze máme dány.∫
M

x2yexy dxdy =
∫ 1
0

(∫ 2
0

x2yexy dy

)
dx =

∫ 1
0

x2
(∫ 2
0

y

x
exy dy

)
dx =

=
∫ 1
0

x

(
−
∫ 2
0
exydy + [yexy]20

)
dx =

∫ 1
0

x

(
2e2x − 1

x
[exy]20

)
dx =

=
∫ 1
0
(2xe2x−e2x+1)dx =

∫ 1
0
e2xdx+

2x− 1
2
[e2x]10+[x]

1
0 = [(x−1)e2x+x]10 = 2 .

Příklad 3.11. Vypočtěte integrál
∫
M

xy2 dxdy, kde M je ohraničena křivkami
x2 + y2 − 1 ≤ 0 a x+ y − 1 ≥ 0.
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Obrázek 8: Obrázek k příkladu 3.9

Řešení: Můžeme opět využít obrázku 5. Meze jsou 0 ≤ x ≤ 1, 1 − x ≤ y ≤√
1− x2.

∫
M

xy2 dxdy =
∫ 1
0

(∫ √1−x2
1−x

xy2 dy

)
dx =

=
∫ 1
0

x

3

[
(1− x2)

3
2 − (1− x)3

]
dx =

1
20

Příklad 3.12. Vypočtěte integrál
∫
M

y dxdy, kde M je ohraničena křivkami
x2 − y + 2 = 0 a x+ y − 4 = 0.

Řešení: Nejdříve si vypočítáme průsečíky paraboly a přímky.

x2 − (4− x) + 2 = 0 ,

(x+ 2)(x− 1) = 0 .

Průsečíky jsou tedy−2 a 1. Meze integrálu budou−2 < x < 1, x2+2 < y < 4−x.∫
M

y dxdy =
∫ 1
−2

(∫ 4−x
x+2

y dy

)
dx =

∫ 1
−2

(4− x)2 − (x2 + 2)2

2
dx =

=
1
2

∫ 1
−2
(−x4 − 3x2 − 8x+ 12) dx = 1

2

[
−x5

5
− x3 − 4x2 + 12x

]1
−2
=
162
5

.

Příklad 3.13. Vypočtěte integrál
∫
M

xy dxdy, kde M je ohraničena křivkami
xy = 1 a 2x+ 2y − 5 = 0.

Řešení: Nejdříve určíme průsečíky hyperboly a přímky.
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Obrázek 9: Obrázek k příkladu 3.12
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Obrázek 10: Obrázek k příkladu 3.13
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Obrázek 11: Obrázek k příkladu 3.14

2x2 − 5x+ 2 = 0 ,
(2x− 1)(x− 2) = 0 .

Meze jsou 12 < x < 2, 1x < y < 5
2 − x.

∫
M

xy dxdy =
∫ 2
1
2

(∫ 5
2−x

1
x

xy dy

)
dx =

∫ 2
1
2

1
2

[
x

(
5
2
− x

)2
− 1

x

]
dx =

=
1
2

[
25
8
x2 − 5

3
x3 +

x4

4
− lnx

]2
1
2

=
165
128
− ln 2 .

Příklad 3.14. Vypočtěte integrál
∫
M
e

x
y dxdy, kde M je ohraničena křivkami

x = 0, y = 1, y = 2 a y2 = x.

Řešení: Meze jsou 1 < y < 2, 0 < x < y2.

∫
M

e
x
y dxdy =

∫ 2
1

(∫ y2

0
e

x
y dx

)
dy =

∫ 2
1

y
[
e

x
y

]y2
0
dy =

∫ 2
1

y(ey − 1)dy =

= [yey]21 −
∫ 2
1
ey dy −

[
y2

2

]2
1

=

[
yey − ey − y2

2

]2
1

= e2 − 3
2
.
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