Linearni diferencialni rovnice 1. radu
verze 1.2

1 Uvod

Nésledujici text popisuje FeSeni linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu. Mél
by slouzit predevs§im studenttim predmétu MATEMAT2 na Univerzité Hradec
Kralové k pripravé na zkousku. Mohou se v ném vyskytovat nékteré chyby; autor
oceni, kdyz jej na chyby a nejasnosti upozornite na emailu
jiri.lipovskyzavindc¢uhk.cz.

2 Teorie

Nyni se budeme zabyvat linearnimi diferencialnimi rovnicemi 1. fadu s netrivi-
alni pravou stranou, tedy ¢’ + g(z)y = f(z). Nejdfive nalezneme obecné feseni
homogenni rovnice (rovnice bez pravé strany) y’' + g(z)y = 0. Toho dosdhneme
separaci proménnych (viz pfislusny studijni text). P¥islusné obecné feseni homo-
genni rovnice ma u sebe konstantu. Druhym krokem bude variace této konstanty.
Predstavime si, ze misto této konstanty je funkce zavisla na = a dosazenim do
ptvodni rovnice tuto konstantu vypocteme.

3 Priklady
Ptiklad 3.1. Reste rovnici zy’ + 3y = x2.

Reseni: Nejdiive vypocteme feseni homogenni rovnice zy’ + 3y = 0.

d
ﬁz_/ﬁdx,
Yy X

Iny=—-3lnz+1Inc,
c

y:ﬁ_

Nyni si pfedstavime, ze misto konstanty ¢ mame funkci ¢(x). Proto vyraz y(z) =

“@) dosadime do pivodni rovnice.
dx) _qclx)  Lc@) _ o
T g T prtd— g =17,
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Priklad 3.2. Reste rovniciy = x(y' — xcosx).



Reseni: Homogenni rovnice:

y=uxzy,

/dy [ dx
y ) x’
lnly| =ln|z|+ Cy,
y=cx.
Variace konstanty:
y =c(z)z,
c(x)r = xd (z)x + zc(x) — 2% cosx,
d(x) = cosz,
c(xz) =sinz + ca,

y(x) = (e +sinz)x.
Priklad 3.3. Reste rovnici zy’' + (z + 1)y = 3x%e~%.

Reseni: Homogenni rovnice:

2y +(x+ 1)y =0,

dy:—/(l—&—l) dz,
y x

Injy|=—-2—Inz+ ¢,
c
—e * .
ylz) =e™*—
Variace konstanty:
oz) .
r)=—>e ",
ylz) = —

Piiklad 3.4. Reste rovnici y’ = g

Reseni: Rovnici si upravime do tvaru

3z —y?dy _1
y dz
coz odpovidé rovnici
)= Ly
Y



Najdeme tedy x jako funkci y. Homogenni rovnice:

B
- )

T
Y
d
e
€z )
In|z| =3yl +c1,

r=cy’.
Variace konstanty:

z(y) = cy)y®,

¢ ()y® +3c(y)y® = 3e(y)y® — v,
dy)=-y2,

cy) =y '+,

2(y) = y* +cay’.
Piiklad 3.5. Reste rovnici iy’ + ay = e™*.

Reseni: Homogenni rovnice:

y' +ay=0,
d
% - —/adx,
Y
In|y| = —az + ¢1,
y=ce .
Variace konstanty:
y(x) = c(x)e™*",
d(z)e™ — ac(x)e™* + ac(w)e” " = ™",
1
d(z)=el@tmz = ((z) = (atm)e 4 ¢,
(@ (1) = Ly,
1 mx —axr
=—¢ e -m.
y(z) i a + co , a#—m

Priklad 3.6. Reste rovnici y' + 2zy = 2zve~% .

Reseni: Homogenni rovnice:

y +2zy=0,
dy
— = 2xdz,
Yy

In|y| = —22 4 ¢,

Yy =ce



Variace konstanty:
y(a) = cw)e™
c’(nc)e_’”2 + c(x)(—2x)e_x2 + 2xc(m)e_”2 =2zre™ " |

dx)=22 = clx)=2>+ca,

y(z) = (2% + cz)e_w2 .

P¥iklad 3.7. Reste rovnici xy’ + 2y = 3z, y(0) = 0.

Reseni: Homogenni rovnice:

zy' +2y =0,
d 2
Y _ ——dx,
y T
Injy|=—2In|z|+c,
c
Y= 22
Variace konstanty:
c(z)
y(x) = 2
d(z) c(x)  2c(x)
€T 22 +(—2)$?+ 22 =3z,
d(x) =322 = cx)=2+cy,
C2
yw) = 2 4o

Z pocatecni podminky
=0 = ylx)==u.

Ptiklad 3.8. Reste rovniciy' + ycosx = sinxcosz, y(0) =1

Reseni: Homogenni rovnice:

Yy +ycosz =0,
d
W _ f/coszdx,
Y
In|y| = —sinz + ¢,
Y= ce—sina:.



Variace konstanty:

sinx

y(@) = c(x)e” ™7,
d(x)e™ 5% 4 (—cosz)c(x)e” S + ¢(x)e” " cosw = sinx cos

d(z) = sinx cos ze®™ |

c(z) = /sin:rcos:cesmmdx = /tet dt = (At + B)e
A+At+B=t = A=1B=-1,
c(xz) = (t = 1)e’ + ¢y = (sinz — 1)e"™® 4 ¢,
y(x) =sinz — 1 + cpe 507
y0)=1 = 1=-14c¢c = c2=2,
y(z) = sinz — 14 2e~ 507,
P¥iklad 3.9. Reste rovnici (1 —22)y' +xy =1, y(0) = 1.

Reseni: Homogenni rovnice:

1—3: Yy +xy =0,

dy
/ /xz_ldx

In|y| = §In|x -1+,

y(x) = /|2 = 1.

Reseni proto budeme uvazovat ve tvaru (pro vyraz uvnitf odmocniny bereme v
tvahu poc¢ateéni podminku) y(z) = ¢(z)v/1 — z2. Variace konstanty:

(1 —2%) (2)V1—22+ (1 - )c(m)l/i(\/ifz)—l—xc(x)\/l—x?:l,

dx)=(1-z*"z2.

1 . 1
c(x>/(1—x2)3/2d"’”|fsmtv dJC*COS“”'*/cos?teht*

coszt ' /du-u+cl

sint
\/1—sint \/1—332
C(x):$(1—$2)_1/2+01 = yl@)=z+cVv1-—2a2.

u=tgt, du=

= tgti

+Cl.

Z pocatecni podminky:

1

a = yl)=z+vV1-22.



Piiklad 3.10. Reste rovnici y' — y<5& = 2sinz.

s T

Reseni: Homogenni rovnice:

J - cos x

)

Ysinz
/dy /cosx
sinx

In|y| =ln|sinz|+ ¢,

Yy =csinx.
Variace konstanty:

y(x) = c(x)sinz,

d(z)sinz + c¢(z) cosw — ¢(r) cosx = 2sinx,
c(x) :/de=2x+02,
y(z) = 2z + ¢c2)sinz.
P¥iklad 3.11. Reste rovnici y' + xy = x.

Reseni: Homogenni rovnice:

y' +ay=0,
d
Y —/xdx,
Y
22
1 = ——
n |y| D) +c1,
22
Yy = ce 2
Variace konstanty:
22
y(x) = c(z)e” =,
z? 22 22
d(z)e” 7 —c(r)re™ Z +xc(x)e” T =,
22
d(z) =ze7

Piiklad 3.12. Reste rovnici y’ = I(yx;i)



Reseni: Homogenni rovnice:

yo Y
z(xr—1)’
d 1
/—yz/idm:/ LI dx,
Yy x(x—1) xr—1 =z
ln|y|:1nx_ +e,
rz—1
y=c¢c
x
Variace konstanty:
z—1

,,owx—1 x—1 /7(:(:10)7 1
¢() x +c(z)< x > 22 (z—1)x’
,, x—1 r— -1\ ¢ 1
d(x) + c(z) < - =7 G-
1
/() —
‘0 ==
1
(37) = m +c2,
1 z—1 z—1
y(x) ==+ co =14c3
x x
Piiklad 3.13. Reste rovnici y' + 3y = e2*.
Reseni: Homogenni rovnice:
y'+3y=0,
d
- —/3dx,
Y
Inly| = -3z +c1,
y=ce 3.
Variace konstanty:
y(z) = c(z)e™"
d(x)e 3% + c(x)e ™37 (=3) + 3c(x)e 3" = ¥,
d(x) =e™,
1 S5x
c(x) = € +ca,
3x

Piiklad 3.14. Reste rovnici y' +y = cosz.



Reseni: Homogenni rovnice:

Yy +y=0,

d
—y:—/ldx,
Y

1n|y|=—x+cl,

y=ce *.

Variace konstanty:
y(x) = c(x)e™,
d(x)e ™™ +c(z)e " (=1) + c(x)e” " =cosz,
1
c(x) = /ex coszdx = §e”(sinaﬁ +cosz) + o,

1
y(x) = i(sinx +cosz) + coe™ 7.

Piiklad 3.15. Reste rovnici xy’ — =

Reseni: Homogenni rovnice:

zy = Y
z+1’
d 1 1 1
/—yz/idx:/ - — dx,
Yy (z+ Dz x x+1
x
1 =1
n|y| =In $+1‘+01,
x
=c
Y z+1
Variace konstanty:
x
) = cla) =
, x t+l-z  clx)z
xc(;v)x+1+c($)x (z+1)2 (x+1)2_$7
1 1
da) =" =1
x x
c(r) =z +In|z|+co,
y(x)zxj_l(x+ln|x|+cz).

Priklad 3.16. Reste rovnici (2¢¥ — z)y’ = 1.
Reseni: Pouzijeme triku, Ze hleddme Yeseni z(y) jako funkce od y.

2= —x+2ev.



Homogenni rovnice:

Piiklad 3.17. Reste rovnici 22y’ + 3 — 22y = 0.
Resent:

L 2
y(z) = > + cox”.

Priklad 3.18. Reste rovnici y' + 2zy = 223,

Reseni:
I2

y(x) = 2% — 1+ coe™
Piiklad 3.19. Reste rovnici y' + 2zy = 2ze".
Resent:
y(@) = (@ +e)e
Priklad 3.20. Reste rovnici y’ — 2zy = 322 — 2x*.

Resent: ,
y(r) = 2° + coe” .

Priklad 3.21. Reste rovnici vy’ + (1 — x)y = xe®.

y(x) = <;z + C;) e .

Priklad 3.22. Reste rovnici y' + (y — 2sinz) cosx = 0.

Resent:

Resent: |
y(x) = 2(sinz — 1) + cpe™ 500,

P¥iklad 3.23. Reste rovnici y' — 2zy = x s pocdtecni podminkou y(0) = 1.



Priklad 3.24.

Resent:

Priklad 3.25.

Resent:

Priklad 3.26.

Resent:

Priklad 3.27.

Resent:

Priklad 3.28.

Resent:

Priklad 3.29.

Resent:

Priklad 3.30.

1.

Reseni:

Priklad 3.31.

Resent:

Reste rovnici (1 + 22)y' + zy = (14 22)%/2.

() (x5+2x3+ N ) 1
xXr) = — _— o C _— .
Y 5 3 ) Vit

Reste rovnici y' +y = e s pocdtecni podminkou y(0) = 2.

y(z) = %(ew +3e77).

Reste rovnici y' +1y = e~ s pocdtecni podminkou y(0) = 3.

y(@) = (z+ 3

2z
1+x2

Reste rovnici iy — y =1 s pocdteéni podminkou y(0) = 1.
y(z) = (arctgz 4+ 1)(1 + 22).
Reste rovnici y' + z%y =0 s pocdtecni podminkou y(—1) = 2.

1

y(r) =2e's | x € (~00,0).

1

1i2Y = 0 s pocdtecni podminkou y(0) = 1.

Reste rovnici y' +

y(x) = (1+z)"' =>-1.

—sinz

Reste rovniciy +ycosxz = e s pocdtecni podminkou y(0) =

y(@) = (a+ e~

Reste rovnici y' +y = 2x + 1.
Yy Yy

y(x) =2z — 14+ coe™ "
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4 Rovnice, které lze prevést na linearni

Nakonec se budeme zabyvat rovnicemi, které lze vhodnou dpravou pfrevést na
linearni. Prvnim pfikladem je Bernoulliova rovnice

y' +a(@)y = b(z)y" .
Nejdfive tuto rovnici vydélime y™ a poté pouzijeme substituci z = y%l
Piiklad 4.1. Reste rovnici y' + 2xy = 223y3.
Reseni: Zvolime substituci
z=y "t
f%z' + 2z = 22°.
Homogenni rovnice:

1
fiz’ +222=0,
d
/ & /439 dz,
z
2= ce® .
Variace konstanty:

—56’(1‘)62“‘2 — 2c(z)we” + 2c(x)re” =223,

2 1 2
c(z) = /—4x3e72:’3 do = [t = —22°, dt=—dzdz|= 5(2562 +1)e " + ¢,

Druhou rovnici je Ricattiova rovnice

Y+ a(x)y + b(z)y® = c(x).

Jestlize zndme jedno jeji partikuldrni feSeni y;(x), lze ji substituci y = y1 + 2
prevést na Bernoulliovu rovnici.
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