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Abstrakt. V £lánku studujeme vliv zaokrouhlování, které po£íta£ i kalkula£ka b¥hem výpo£tu
nutn¥ musejí provád¥t, na správnost výsledku. Na jedné konkrétní úloze demonstrujeme, jak pouºití
výpo£etní techniky bez uvaºování o její p°esnosti m·ºe zp·sobit chyby libovolné velikosti.

I v b¥ºných matematických výpo£tech se £asto setkáváme s iracionálními £ísly. Výpo£et obsahu
kruhu vyºaduje pouºití Ludolfova £ísla π, stanovení vý²ky úrok· vyºaduje logaritmování, kde
základem je Eulerovo £íslo e. Je dávno známo, ºe ob¥ zmín¥né konstanty jsou iracionální £ísla, to
znamená, ºe jejich zápis v desítkové soustav¥ není kone£ný � jak je tomu nap°. u £ísla 1

5 = 0, 2 �
ani od jistého místa periodický � jak je tomu u £ísla 1

6 = 0, 1666 . . .. Zápisy £ísel π a e mají tvar

π = 3, 1415926535897932384626433832795028841971693993751 . . . ,

e = 2, 7182818284590452353602874713526624977572470936999 . . . .

Výpo£ty, které provádíme pomocí kalkula£ky £i po£íta£e, jsou omezeny pouze na racionální £ísla.
Po£et platných £íslic, se kterými kalkula£ka a po£íta£ pracují, je limitován a závisí na typu p°ístroje.
Velikosti £ísel, se kterými pracuje £lov¥k, nejsou v principu omezeny, ale ruku na srdce, kolikamístná
£ísla byste byli ochotni násobit s tuºkou na papí°e vy?

Nemoºnost pracovat s p°esnou hodnotou Ludolfova £ísla a Eulerova £ísla nás v¥t²inou netrápí.
P°i ²kolních výpo£tech si vysta£íme s p°ibliºnou hodnotou £ísla π .= 3, 14 nebo π = 22

3 . Chyba,
která vznikne p°i výpo£tu obsahu kruhu, je tak men²í neº jedno promile.

Je-li v²ak úloha sloºit¥j²í a vyºaduje v¥t²í po£et operací, m·ºe chyba p°er·st v²echny meze.
Konstrukce mnohých technických za°ízení vyºaduje komplikovaný výpo£et. Nebudeme dopodrobna
popisovat úlohu ze skute£né praxe - zabíhali bychom do podrobností ned·leºitých pro vysv¥t-
lení vzniku chyb. Následující vymy²lený p°íb¥h dob°e ilustruje podstatu problému. Pro úplnost
dodejme, ºe matematické jádro p°íb¥hu bylo inspirováno p°edná²kou Francouze Jeana-Michela
Mullera.

Otce práv¥ narozeného syna, pana Ne²et°ila, upoutá reklama ve výloze banky se sloganem
"Iracionáln¥ ke ²t¥stí". Banka nabízí rodi£·m, aby zaloºili pro narozené dít¥ ú£et, na který vloºí e
korun, tedy iracionální £ástku. Banka slibuje, ºe po kaºdém roce ode£te z ú£tu jednu korunu jako
poplatek za vedení ú£tu a vynásobí zbytek po£tem let od zaloºení ú£tu. V den 25. narozenin banka
dít¥ti vyplatí jm¥ní, které pro n¥ rodi£e na²et°ili.

Pan Ne²et°il se zamyslí, zda by nem¥l uº te¤ pamatovat na ²t¥stí svého syna. Rozhodne se
o nabídce uvaºovat a za£ne po£ítat: po prvním roce je na ú£t¥ p1 = e − 1 korun, po druhém
roce p2 = 2(p1 − 1) = 2(e − 2) korun, po t°etím roce p3 = 3(p2 − 1) atd. Protoºe má po ruce
mobil, za£ne po£ítat na kalkula£ce. Hodnotu Eulerova £ísla si otec nepamatuje ani p°ibliºn¥, ale
ve výloze banky je jako dekorace uvedeno £íslo e s více neº sto místy. Kalkula£ka dovolí v²ak
na´ukat pouze 9 platných míst. Proto rozváºný otec správn¥ zaokrouhlí a po£ítá £ástky pn. Kdyº
mu mobil ukáºe p25 = 0, 239 × 1017, je celý bez sebe a sp¥chá oznámit sv·j plán manºelce. Ta,
i kdyº zrovna kojí, je je²t¥ rozváºn¥j²í (a taky ví, ºe jméno Ne²et°il nedostala manºelova rodina
náhodou) a ud¥lá kontrolní výpo£et doma na kalkula£ce po£íta£e, která pracuje s p°esností 16



míst. Paní Ne²et°ilová provádí stejný výpo£et a dostane p25 = −0.365×1010. Vyleká se a okamºit¥
telefonuje zpátky manºelovi, ºe banké°i jsou vyd°idu²i a ºe jejich syn by po 25. narozeninách byl tak
nanejvý² velkým dluºníkem, rozhodn¥ ne bohá£em. Pobou°ená paní Ne²et°ilova manºelovi vynadá
a navrhuje banku ºalovat pro klamavou reklamu. Pan Ne²et°il se neodvaºuje manºelce odporovat,
ale d°ív, neº podá ºalobu, vezme tuºku a papír a za£ne po£ítat v ruce. Vidí, ºe kalkula£kám v¥°it
nelze. Kdyº zjistí, ºe faktická £ástka, kterou by syn k narozeninám dostal, by byla kladná � n¥co
kolem jedné koruny � koupí manºelce iracionáln¥ za posledních e korun kytku a sp¥chá dom·, aby
stihl vykoupat syna Bohuslava.

Pro £tená°e, který si bude provád¥t kontrolní výpo£et, up°esn¥me, ºe uvedené £ástky p25

jsme získali na kalkula£ce mobilu zna£ky Motorola a na kalkula£ce zabudované v p°íslu²enství k
Windows.

Rekonstruujme úvahy, které zku²ený matematik pan Ne²et°il s tuºkou v ruce provedl.
�íslo e je de�nováno pomocí posloupnosti an =

(
1 + 1

n

)n
. Tato posloupnost je rostoucí, tj.

an < an+1, a práv¥ reálné £íslo, ke kterému se s rostoucím n hodnoty an p°ibliºují, bylo na po£est
Eulera ozna£eno e. V matematickém jazyce se e nazývá limitou posloupnosti an a zapisujeme

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Uº samotný Euler v¥d¥l, ºe e lze vyjád°ít i jako limitu jiné rostoucí posloupnosti, totiº posloupnosti

bn = 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + . . .+ 1

(n−1)! + 1
n! .

Tato posloupnost se pro na²e ú£ely bude hodit více. Pro zajímavost srovnejme prvních pár £len·
obou posloupností.

n an bn
1 2 2
2 2, 25 2, 5
3 2, 370370... 2, 666666...
4 2, 441406... 2, 708333...
5 2, 48832 2, 716666...
...
9 2, 581174... 2, 718281...
...

Kdyº srovnáme hodnoty an a bn v tabulce s uvedenou hodnotou e, vidíme, ºe posloupnost bn se
ke své limit¥ p°ibliºuje rychleji1.

Obecn¥ lze ukázat nerovnosti
an < bn < e .

�tená°i, který by se cht¥l ve v¥t²ích podrobnostech v¥novat £íslu e, doporu£ujeme u£ebnici [2].
Pro ilustraci toho, jak lze od posloupnosti an dosp¥t k posloupnosti bn, odvodíme první ze dvou
nerovností. Pouºijeme známou binomickou v¥tu

(A+B)n = An +
(
n

1

)
An−1B1 +

(
n

2

)
An−2B2 +

(
n

3

)
An−3B3 + . . .+

(
n

n− 1

)
A1Bn−1 +Bn,

kde koe�cienty
(
n
k

)
jsou kombina£ní £ísla de�novaná p°edpisem

(
n
k

)
= n!

(n−k)!k! , nebo chcete-li, jsou
to prvky z n-tého °ádku Pascalova trojúhelníku. Binomickou v¥tu pouºijeme na výpo£et hodnoty
an, kde za A dosadíme 1 a za B dosadíme 1

n . Dostaneme

an = 1 +
(
n

1

)
1
n

+
(
n

2

)
1
n2

+
(
n

3

)
1
n3

+ . . .+
(

n

n− 1

)
1

nn−1
+

1
nn

.

1Nap°. b9 se shoduje s £íslem e na prvních 6 místech za desetinnou £árkou, zatímco a9 na ºádném.



Obecný tvar s£ítance v p°edchozím sou£tu m·ºeme upravit(
n

k

)
1
nk

=
n!

(n− k)!k!
1
nk

=
1
k!
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

nk
.

Pon¥vadº kaºdý £len sou£inu n(n−1)(n−2)...(n−k+1)
nk = n

n
n−1

n
n−2

n . . . n−k+2
n

n−k+1
n je nanejvý² jedna,

lze odhadnout
(
n
k

)
1

nk ≤ 1
k! a celkov¥

an < 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + . . .+ 1

(n−1)! + 1
n! = bn .

Vzhledem ke zmín¥né nerovnosti an < bn < e má posloupnost bn limitu e. �íslo e si tedy m·ºeme
p°edstavit jako výsledek nekone£ného sou£tu

e = 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + 1

4! + 1
5! + . . . .

Za£n¥me nyní vyjád°ovat £ástky pn naspo°ené v bance,

p1 = 1 · (e− 1) = 1
1! + 1

2! + 1
3! + 1

4! + 1
5! + . . .

p2 = 2 · (p1 − 1) = 2
(

1
2! + 1

3! + 1
4! + 1

5! + . . .
)

p3 = 3 · (p2 − 1) = 3 · 2
(

1
3! + 1

4! + 1
5! + 1

6! + . . .
)

p4 = 4 · (p3 − 1) = 4 · 3 · 2
(

1
4! + 1

5! + 1
6! + 1

7! + . . .
)

p5 = 5 · (p4 − 1) = 5!
(

1
5! + 1

6! + 1
7! + 1

8! + . . .
)

...
p24 = 24 · (p23 − 1) = 24!

(
1

24! + 1
25! + 1

26! + 1
27! + . . .

)
p25 = 25 · (p24 − 1) = 25!

(
1

25! + 1
26! + 1

27! + 1
28! + . . .

)
Je jasné, ºe £ástka naspo°ená po 25. roce musí být kladná a v¥t²í neº jedna.

Odhadn¥me, jak je opravdu veliká. Po zkrácení faktoriál· ve vyjád°ení p25 dostaneme

p25 = 1 + 1
26 + 1

26·27 + 1
26·27·28 + 1

26·27·28·29 + . . . < 1 + 1
26 + 1

26·26 + 1
26·26·26 + 1

26·26·26·26 + . . . .

Na pravé stran¥ se objevil nekone£ný sou£et geometrické posloupnosti s kvocientem q = 1
26 , viz [1].

Protoºe sou£et prvních N £len· této posloupnosti je roven 1−qN

1−q a pro N blíºící se do nekone£na se
na²e qN blíºí k 0, dostaneme pro sou£et nekone£n¥ mnoha £len· sou£et 1

1−q , a tedy celkový odhad

p25 <
1

1− 1
26

=
26
25

= 1, 04 .

Hodnotu p25 m·ºeme odhadnout zdola jednodu²e sou£tem prvních dvou £len· geometrické po-
sloupnosti. Získáme tak dolní odhad

p25 > 1 +
1
26

=
27
26

= 1, 038 .

Vidíme, ºe skute£ná vý²e uspo°ených pen¥z p25 se podstatn¥ li²í od výsledk·, které dostaneme
pomocí kalkula£ky mobilu nebo kalkula£ky po£íta£e. Paradoxní je, ºe i kdyº nap°. displeje r·zných
mobil· umoº¬ují pracovat se stejným po£tem platných míst, m·ºete dostat r·zné výsledky (zkuste
si výpo£et p25 i s mobily svých spoluºák·). Jak je to moºné? M·ºeme v·bec d·v¥°ovat výsledk·m,
které dostaneme pomocí výpo£etní techniky?

Prvním krokem k pochopení zdánlivého paradoxu je zji²t¥ní, ºe zabudované programy pro
násobení a s£ítání jsou r·zné. Mohou se li²it v tom, jak a kdy zaokrouhlují � zda p°ed p°evodem
do dvojkové soustavy, ve které v¥t²ina algoritm· pracuje, nebo aº po tomto p°evodu. Vyskytují
se i kalkula£ky, které pracují pouze v desítkové soustav¥. P°i výpo£tu mohou dále pouºívat více
platných cifer, neº kolik se jich nakonec ukáºe na displeji, atp. Zjistit, jakou zaokrouhlovací taktiku
vlastn¥ vá² po£íta£ pouºívá, je tém¥° nemoºné.



I na²eho £tená°e jist¥ napadne, ºe v p°edchozím p°íklad¥ by k vy°e²ení celé záhady mohlo
pomoci pouºití algoritmu, který by po£ítal prost¥ na více platných cifer. P°i práci v pohyblivé
desetinné £árce dnes samoz°ejm¥ existuje moºnost m¥nit p°esnost výpo£t· velmi snadno. Pro na²e
pot°eby jsme proto pouºili programovací jazyk Maple, který byl vyvinut na univerzit¥ v kanadském
Waterloo (proto název javorový (list) - v angli£tin¥ maple (leaf)). V následující tabulce

D p25

17 −0, 54848× 109

18 0, 71967× 108

19 −0, 55884× 107

20 615990
21 −4457, 9
22 −4457, 9
23 195, 37
24 40, 262
25 −6, 2713
26 1, 4842
27 1, 0189
28 1, 0344
29 1, 0406
30 1, 0399
31 1, 0399

symbol D znamená po£et platných míst, které jsme programu Maple p°edepsali pro provád¥ní
výpo£tu. Z hodnot p25 napo£ítaných Maplem uvádíme v tabulce pouze prvních p¥t platných míst2.

P°i pohledu na na²i tabulku se musíme zeptat: Podle jakého obecného pravidla máme tedy
p°edem zvolit po£et platných míst pro výpo£et, abychom se vyvarovali velkých chyb? Nebo naopak:
Co nám tedy p°i dané p°esnosti výpo£tu vlastn¥ na displeji po£íta£ ukazuje, kdyº ne správné
hodnoty?

Ozna£me tyto hodnoty z displeje p̃1, p̃2, p̃3, . . . , p̃25 a zkusme odvodit, s jakou p°esností by
musel po£íta£ pracovat, aby se zobrazená £ástka p̃25 li²ila od skute£né p25 o mén¥ neº korunu.
Odchylku výsledku operace provád¥né po£íta£em od výsledku operace, který bychom m¥li dostat
p°i absolutn¥ p°esných výpo£tech, budeme ozna£ovat písmenkem ε, a to bude mít v indexu p°íslu²né
po°adové £íslo operace. Odchylka εn m·ºe být kladná nebo záporná podle toho, zda se zaokrouhlí
nahoru nebo dol·. Tedy

p̃1 = e− 1 + ε1 = p1 + ε1
p̃2 = 2(p̃1 − 1) + ε2 , a odtud p̃2 = 2(p1 + ε1 − 1) + ε2 = p2 + 2ε1 + ε2
p̃3 = 3(p̃2 − 1) + ε3 , a odtud p̃3 = 3(p2 + 2ε1 + ε2 − 1) + ε3 = p3 + 3 · 2ε1 + 3ε2 + ε3
p̃4 = 4(p̃3 − 1) + ε4 , a odtud p̃4 = p4 + 4 · 3 · 2ε1 + 4 · 3ε2 + 4ε3 + ε4

atd. Nakonec odvodíme
p̃25 = 25(p̃24 − 1) + ε25 = p25 + 25!ε1 + 25!

2 ε2 + 25!
2·3ε3 + 25!

2·3·4ε4 + . . .+ ε25 .

Rozdíl mezi skute£nou hodnotou p25 a vypo£ítanou hodnotou p̃25, tj. celková

chyba = 25!
(
ε1 +

1
2!
ε2 +

1
3!
ε3 +

1
4!
ε4 + . . .+

1
25!

ε25

)
.

Kdybychom m¥li zaru£eno, ºe velikosti ε nep°esáhnou hodnotu 10−N (to lze docílit tím, ºe budeme
zaokrouhlovat na N platných desetinných míst), bude chyba v absolutní hodnot¥ men²í neº

|chyba| ≤ 25!
(

1 +
1
2!

+
1
3!

+
1
4!

+ . . .+
1

25!

)
10−N < 25! 10−Ne .

2Na první pohled p°ekvapí, ºe pro volbu p°esnosti výpo£tu D = 21 a D = 22 dostaneme stejnou (a p°esto
nesprávnou) hodnotu p25. �tená° si snad vysv¥tlí tento jev, kdyº se podívá na 21. £íslici za desetinnou £árkou v
zápisu £ísla e



Bude-li tedy N alespo¬ tak velké, ºe 25! 10−Ne < 1, budeme mít zaru£eno, ºe chyba výsledku je
men²í neº jedna. Nejmen²í takové N je N = 26. Tedy pro na²i úlohu je t°eba po£ítat s 26 místy
za desetinnou £árkou.

A co dodat nakonec? Na²e úloha byla velice jednoduchá, v podstat¥ se v ní 25 krát násobilo.
Skute£né úlohy z praxe konstruktér· letadel nebo jaderných elektráren, tv·rc· model· pro p°edpo-
v¥di po£así nebo pro plánování let· do kosmu jsou daleko sloºit¥j²í. �íslo 1010 provád¥ných operací
není nijak neobvyklý po£et. Proto d·sledná analýza numerických chyb je nezbytnou sou£ástí kaº-
dého ²pi£kového softwarového produktu. Komer£n¥ nabízené programy nám velice usnad¬ují práci,
musíme si v²ak být v¥domi i jejich � ne vºdy na první pohled z°ejmých � omezení.

Traduje se, ºe v¥hlasný matematik Householder � zakladatel oboru numerická matematika
� nikdy necestoval letadlem. Prý si byl aº moc dob°e v¥dom, kde v²ude mohlo p°i výpo£tech
spojených s konstrukcí letadel dojít k chyb¥.
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